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1 Harmonische Schwingung

Bei den verschiedenen Prozessen der Signalverarbeitung werden informationstragende
Signale in ihrem informativen Inhalt in unterschiedlicher Art und Weise verdndert. Da
diese Verdanderung oft nicht durch blofle Inspektion des Signalverlaufs beschrieben wer-
den kann, werden die Signale auf einfache und {ibersichtliche Komponenten zuriickge-
fiithrt, die eine Analyse des verdnderten Signals gestatten. Solche elementaren Funktio-
nen sind zum Beispiel die Kreisfunktionen, die sich durch Frequenz, Amplitude und Pha-
se eindeutig beschreiben lassen. Die Zerlegung der Signale in harmonische Schwingun-
gen ermdglicht somit eine klare und eindeutige Beschreibung ihrer Verédnderung durch
lineare zeitinvariante Systeme.

Die einheitliche Darstellung periodischer Vorginge durch trigonometrische Reihen, also
durch eine Uberlagerung einer Grundschwingung und ihrer (harmonischen) Oberschwin-
gungen, geht auf die Erkenntnis der Pythagoréer zuriick, die bereits die Ganzzahligkeit
der Frequenzverhéltnisse von Oktave (1:2), Quinte (2:3), Quarte (3:4) usw. in der Aku-
stik festgestellt haben.

Von D. BERNOULLI' wurde erstmals 1733 die Vorstellung vertreten, daf sich ,jede“
Schwingungsform einer Saite als Linearkombination (Uberlagerung) mehrerer Schwin-
gungen angeben laft. Der Ingenieur J.B. FOURIER? benutzte dann diese Idee zur Er-
klarung seiner Theorie der Warmeleitung. Da diese Erklarung periodischer Temperatur-
verteilungen nicht mathematisch begriindet wurde, fand sie unter den Mathematikern
seiner Zeit nur geringen Anklang. Dies dnderte sich erst, als P.L. DIRICHLET? die
Richtigkeit der Theorie mathematisch nachwies.

Harmonische Schwingungen sind periodische Funktionen mit der Schwingungsdauer (Pe-
riode) T*:

x(t+T)=ux(t) firalle teR

Sie kénnen alternativ reell oder mit Hilfe der von L. EULER? eingefiihrten Formel

(1.1) el? := cos ¢ + jsin .

'DANIEL BERNOULLI (1700-1782) war der Sohn des schweizer Mathematikers JAKOB BERNOULLI (1654-
1705). Er wurde bekannt durch seine grundlegenden Arbeiten auf dem Gebiet der Stromungslehre
und der kinetischen Gastheorie.

2JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768-1830) war ein franzosischer Physiker und Mathematiker. Er
lebte in Paris und begleitete NAPOLEON nach Agypten. Spéter wurde er Priifekt von Grenoble. Er
benutzte die Fourier-Reihen in seinem Hauptwerk Théorie analytique de la chaleur.

3PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859) war ein deutscher Mathematiker. Er studierte in
Paris bei CAuCHY und trat 1855 die Nachfolge von GAUSS in Géttingen an. Bekannt wurde er durch
seine Arbeiten iiber Fourier-Reihen (er kannte FOURIER personlich) und zur Zahlentheorie.

*LEONHARD EULER (1707-1783) war ein enorm kreativer schweizer Mathematiker. Er studierte bei J.



2 1 Harmonische Schwingung

komplex angegeben werden. Die mathematische Behandlung harmonischer Schwingun-
gen wird durch das Rechnen im Komplexen erheblich vereinfacht.

1.1 Reelle Darstellung

Die harmonische Schwingung wird durch ihre Amplitude a, die Frequenz f, bzw.
die Kreisfrequenz wp und eine eventuelle Nullphase ¢ vollsténdig beschrieben:

(1.2) ‘x(t) = acos(wot — @) ’

Die Kreisfrequenz ist wy = 27 fo = 27/T, wobei T die Periode der Schwingung angibt
(— Abb.1.1).

A

—a -

o~

Y wo
Abbildung 1.1: Harmonische Schwingung
Die reelle Schreibweise von x(t) kann mit Hilfe des Additionstheorems
cos(a — ) = cosacos 8 + sin asin

umgeformt werden:

z(t) = alcos(wot)cos(yp) + sin(wot) sin(p)]
= acos(p) cos(wot) + asin(y) sin(wot)
——— ———
A B
(1.3) x(t) = Acos(wot) + Bsin(wot)

Da beide Darstellungen identisch sind, konnen sie ineinander umgerechnet werden. Dies
erfolgt wegen der Kreisgleichung

(cosp)? + (sinp)®> =1 durch
B
a=vVA2+ B2 und ¢= arctanz.

BERNOULLI in Basel, bevor er 1727 Professor fiir Physik in St. Petersburg, Rufiland, wurde. Nach
einem Aufenthalt in Berlin (1741-1766) kehrte er nach St. Petersburg zuriick. Er war auf fast allen
mathematischen Gebieten tétig. Selbst nach seiner Erblindung 1771 setzte er seine Arbeit fort. Zu
erwéhnen sind unter anderen seine fundamentalen Arbeiten auf dem Gebiet der Differentialgleichun-
gen, der Fourier-Reihen, der komplexen Analysis, der Variationsrechnung sowie der Mechanik und
Hydrodynamik. Bisher sind siebzig (!) Bénde seiner gesammelten Arbeiten erschienen.

P~ @LL © Dr. Leibner



1.2 Komplexe Darstellung 3

1.2 Komplexe Darstellung

Die Umrechnung der reellen Darstellung in (1.2) in ihre dquivalente komplexe Form
geschieht mit Hilfe der Eulerschen Formel (1.1). Es gilt
@t = cos(wot — @) + jsin(wot — @) und
eI W0t=9) = cos(wot — ) — jsin(wot — ).
Durch die Addition beider Gleichungen erhélt man:
ej(UJot*QD) _|_ efj(w()t*‘p)
2

Wird diese Beziehung in (1.2) eingesetzt, so folgt fiir die komplexe Darstellung der
harmonischen Schwingung:

cos(wot — ) =

x(t) = %ae‘js" eJwot 4 1aem e Jwot
—— —
C c*

(1.4) x(t) = Cewot  CremIwot

Benutzt man erneut die Formel von Euler, so
ergeben sich die folgenden Beziehungen zwi-
schen den ,komplexen Zeigern* C' und C* (— C
Abb.1.2) und den reellen Amplituden A und
B:

R
A

C = —Jacos(p)— jasin(yp)] «o

¢ - lu_ip z(1) ; R

N =N

C* = - lacos(p) + jasin(p)] Y

=N

C*

Der Zeiger C rotiert mit der Winkelgeschwin-
digkeit wp entgegen dem Uhrzeigersinn (ma-
thematisch positiv), der Zeiger C* mit wp im

Abbil 1.2 = (OeJwot * o —jwot
Uhrzeigersinn. bbildung z(t) = Ce?" + C”e

Da beide Zeiger konjugiert komplex zueinander sind, ergibt ihre Summe stets den reellen
Augenblickswert der periodischen Funktion z(t).

Wird einer der beiden Koeffizienten A oder B zu Null gesetzt, so ergeben sich die
folgenden Sonderfélle:

B=0: C= C*= = z(t) = Acos(wot) ,
= z(t) = Bsin(wot) .

© Dr. Leibner P~ @LL



4 1 Harmonische Schwingung

Werden die komplexen Zeiger ohne
Zeitkomponente abgebildet, so be-
kommt man die spektrale Dar-
stellung einer harmonischen Schwi-
ngung (— Abb.1.3). Die Dreh-
richtung der Zeiger C' und C* in
der komplexen Darstellung von x(t)
(— Abb.1.2) wird in der spektralen
durch das Vorzeichen von fy wieder-
gegeben.

Abbildung 1.3: Spektrale Darstellung von x(t)

Das negative Vorzeichen heifit also nicht, dafl es sich bei fy um eine negative Frequenz
handelt, sondern nur, daf§ die Drehrichtung des zugehérigen Zeigers C* im mathematisch
negativen Sinn erfolgt.

Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die verschiedenen Darstellungsformen einer harmonischen
Schwingung behandelt. Diese Funktionen sind in (1.5) nochmals zusammengefaft:

a cos(wot — )
(1.5) z(t) = Acos(wot) + Bsin(wpt)
Cejwot + C*e—jwot

Die Umrechnung der unterschiedlichen Darstellungen erfolgt nach folgenden Vorschrif-
ten:

a=+\VA%2+ B? o= arctan(%)
(1.6) c = %[A +jB] = %[A _iB|
A=C+C B=j(C—C"

1.2.1 Komplexe Wechselstromrechnung

Die reelle harmonische Schwingung x(t) wird komplex, wenn einer der komplexen Zeiger
C oder C* zu Null gesetzt wird. Fiir C* = 0 folgt z.B.:

u(t) = ae IPeIw0t — 9wt — [JeIwot

Die Schwingung u(t) € C hat eine komplexe Amplitude U = ae™/¥ € C und die Win-
kelgeschwindigkeit wyg.

P~ @LL © Dr. Leibner



1.2 Komplexe Darstellung )

Mit Hilfe der komplexen Rechnung kann ein lineares zeitinvariantes System (LTI-System
(Linear Time-Invariant), nur R,L,C und Ubertrager) berechnet werden (— Bsp.1.1).
Das Ergebnis dieser Rechnung ist wiederum komplex. Eine reelle Darstellung erhalt
man durch anschlieBende Realteilbildung;:

w(t) = 5 [u(t) + ™ ()] = R{u(?)} € R

DO | —

Beispiel 1.1 Fiir eine lineare zeitinvariante Schaltung (— Abb.1.4) soll bei gegebener
Eingangserregung
(1.7) u(t) = U cos(wot)

der Spannungsabfall am Kondensator uc(t) berechnet werden. Die Amplitude U wird
dazu sinnvollerweise reell angenommen (keine Phasenverschiebung).

Fiir die Schaltung gelten folgende Be-

ziehungen: Z(Ii) RE %_
it = cdugt(t) u(t) uc(t)
up(t) = i(t)ﬁ l <> c =
up(t) = Ldzl(tt)

Maschengleichung:

—u(t) + ur(t) + ur(t) + uc(t) =0 Abbildung 1.4: Serienschwingkreis

Setzt man in die Maschengleichung die restlichen Beziehungen ein, so folgt

di(t)
dt

—u(t)+i(t)R+ L +uc(t) =0,

bzw. nach nochmaliger Differentiation

Cdu(t) | dit) () | duc(D)

dt dt dt? dt

=0.

Der Serienschwingkreis wird somit durch eine gewéhnliche Differentialgleichung (DGL)
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben:
di(t) 1. . du(t)

d?i(t)
gz TR e ==y

(1.8) L

Zur Berechnung der stationdren Ldsung der Differentialgleichung wird die FEingangs-
spannung (1.7) komplex angesetzt:

u(t) = Uelwot, du(t)

= juwoUelwot
dt Jwo

Der zu berechnende Strom wird ebenfalls komplex geschrieben:

(1.9) i(t) = Jel®igiwot — [eiwot

© Dr. Leibner P~ @LL



6 1 Harmonische Schwingung

Fiir die Berechnung der beiden Unbekannten, dem Betrag I und der Phase i, werden
zuerst die Differentialquotienten bestimmit,

. d2i(t ,
= Tjwoel", —dzt(g) = I(juwo)?elv0!

und dann in (1.8) eingesetzt:
. 2 jwot . jwot 1 jwot . A Jwot
L I(jwo)“e’“" + R Ijwoe’* —|—5lej 0f = jwoUel*®

Kiirzt man nun die Gleichung durch e/t und dividiert durch jwg, so folgt

1 N
(1.10) jwoL I+ RI+ I=0.

Jwo

Daraus, dafi sich e/*°! qus (1.10) herauskiirzen lifst, kann man folgern, daf LTI-Systeme
zwar die Amplitude, nicht jedoch die Frequenz der Eingangssignale verdindern.

Mit den komplezen Ansdtzen der Zeitfunktionen u(t) und i(t) geht die gewohnliche DGL

mit konstanten Koeffizienten (1.8) in eine lineare Gleichung fiir I tber. Diese kann
sofort nach I aufgeldost werden:

(1.11) I e _ %
Jwol+——F+R =
JwoC
komplexer Widerstand komplexer Leitwert
1
Scheinwiderstand (Impedanz): Z Scheinleitwert (Admittanz Y): 7
1
Wirkwiderstand (Resistanz): R Wirkleitwert (Konduktanz G): o
1
Blindwiderstand (Reaktanz X): - G Blindleitwert (Suszeptanz B-):  jwoC
Jwo
1
Xy jwol B -
JwolL
Zahlenbeispiel: R =1Q, C =1F, L=1H, U =1V, wy = 2s™ L.
Mit diesen Werten folgt fiir (1.11)
32 4 — j6 2 [ (—6)] 2 _joos
I = = = exp |j arctan = ——e 77
T3 2T 13 ory 4 V13
Durch Realteilbildung erhdlt man dann aus (1.9)
-
P~ —L © Dr. Leibner



1.2 Komplexe Darstellung 7

: : 2 _joos jot
i(t) = Re{i(t)} = Re{\/—l_?,e 09872t
2 .2
= Re{\/—l_3 cos(2t — 0.98) + j\/—l—?) sin(2t — 0.98)}
) 2

Die Wechselstromrechnung beriicksichtigt keine Anfangsbedingungen. Ihre Ergebnisse
sind nur fir ein stationdres (eingeschwungenes) System richtig. Werden die Anfangs-
bedingungen bericksichtigt, so folgt fiir den Strom (1.14). Die unterbrochene Linie in
Abb.1.5 ist die Losung der Wechseltromrechnung, die durchgezoge stellt die korrekte
Liosung dar (dies gilt auch fir Abb.1.6).

PN
/i /,.i VL
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‘N [\ 0.
| \\ f [

|
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T ——
I
|
I
|
o
W N P O PN
—
//
\\
I

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t[s] t[s]
Abbildung 1.5: (1.12) und (1.14) Abbildung 1.6: (1.13) und (1.15)

Fiir die Spannung am Kondensator folgt

—j2551 o

oo L joss _ L —josse) _ L,

R NG N v V13 VGE

6—]2.5516g2t}

wolt) = Re{%_3

1 1
= Re{—==cos(2t —2.551) 4+ sin(2¢ — 2.551
{5 cos( )+ sin( )
1 1
(1.13) uc(t) = —=cos(2t —2.551) = —sin(2t — 0.98).

V13 V13

Dies ergibt fiir den stationdren Fall eine Ubereinstimmung (— Abb.1.6) mit der korrek-
ten Losung (1.15).

Die vollstandigen Losungen werden mit Hilfe der Laplace-Transformation berechnet (—
Bsp.4.17). Diese beriicksichtigt die Anfangsbedingungen bei der Berechnung der Diffe-
rentialgleichung (1.8). Die berechneten Losungen enthalten dann die fliichtigen und die

© Dr. Leibner P~ @LL



1 Harmonische Schwingung

stationdren Anteile der Signale i(t) und uc(t). Mit t — oo gehen die fliichtigen Anteile
gegen Null und es bleiben die stationdren Schwingungen (1.12) und (1.13) brig.

(1.14)

(1.15) uc(t)=

, 2 2 42 V3
i(t) = — cos(2t — 0.98) + —¢ cos(—t + 2.86
(1) = s cos(21 —0.98) + (5t +2.86)
stationdr fliichtig
~t/2
1 e V3 1 V3
sin(2t—0.98)+ sin(—t+2.86) — — cos(—t+2.86
g (21 —0.98) e sin( 54286~ cos(51+2.86)
stationdr fliichtig

© Dr. Leibner



2 Fourier-Reihen

Fiir eine stiickweise stetige (stetig differenzierbar, nur endlich viele Unstetigkeitsstellen
innerhalb einer Periode T') Funktion z(t) gibt es eine Fourier-Reihen-Darstellung z,(t)
mit folgenden Eigenschaften:

E1: Ist x(t) stetig in einem Intervall I, so konvergiert x,(t) auf I gleich-
méafig gegen x(t).

E2: Es gilt fiir alle t € R (auch an den Unstetigkeitsstellen)

1
rplt) = 5 [a(+1) + ()]
An Unstetigkeitsstellen ist folglich der Mittelwert aus dem links-
(x(—t)) und rechtsseitigen (z(+t)) Grenzwert der Funktion x(t)
zu nehmen (— Bsp.2.2).

E3: In jeder Sprungstelle von z(t) tritt das sogenannte Gibbsche!-
Phénomen auf (— Bsp.2.3).

Die Fourier-Reihe ist eine Uberlagerung unendlich vieler harmonischer Schwingungen.
Diese Uberlagerung bildet eine trigonometrische Reihe. Jede Schwingung dieser
Reihe wird mit (1.5) definiert und mit (1.6) umgerechnet. Werden N Schwingungen
zusammengefaft, so erhédlt man die N-te Partialsumme zy(¢) der trigonometrischen
Reihe. Diese Partialsumme bildet ein trigonometrisches Polynom.

N
(2.1) zy(t) = Ao+ Z[AS cos(swot) + Bs sin(swot)]

s=1

N
— Z Csejswot
s=—N
Zusétzlich zu (1.6) gilt

AOZCO und C::CLS.

1JosiAH WILLARD GIBBS (1839-1903), amerikanischer Mathematiker, von 1871 an Professor fir theo-
retische Physik an der Universitdt von Yale. Er trug wesentlich zum Fortschritt auf den Gebieten der
Vektorrechnung, Thermodynamik und statistischen Mechanik (Elementary Principles in Statistical
Mechanics, New York, 1902) bei.



10 2 Fourier-Reihen

Die Polynomform von (2.1) wird deutlich, wenn man /0! = 2 setzt (— Kap.6):

N 2N

C_n+C_ni1z+--+Cnz

(2.2) an(z) = Y Gt =X +1ZN . 240
s=—N
Beispiel 2.1 FﬁTAozl, Al :AQI"':AN:2, B1 :BQI"-:BNZO,T:27T
und z = e/t = eIt folgt mit (2.1)
xn(t) = 14 2cos(t)+2cos(2t) + --- + 2cos(Nt)
N
= 1+22005(5t)
s=1

N
= Z st
s=—N
Mit (2.2) ergibt sich dann die rationale Funktion xn(z) zu

2.3 = =
(2:3) N (2) Pl 2N(z—1)
NN N3 ,-N—3
z—1 z% — Z_%

N FIN+2E _  —f(N42)t
xN(t)— Z e]st: (& 2't e : 2 _
s=—N el2 —e 2
2N +1 , t=2mk
(keZz)
(2.4) 1+ 2cos(t) +---+2cos(Nt) = sin [(N—i— ) }
—3 , sonst
Sln§

Die Fourier-Reihe folgt aus (2.1) durch den Grenziibergang N — oc:

2.5 T = A+ A cos(swot) + Bs sin(swot)] C et
p(t

s=1 8§=—00

Die Koeffizienten Cy werden durch Integration von (2.5),

T/2  j2rkt J
T x,(t)dt,
T /T/2 o)

*Marquis DE L’HOSPITAL (1661-1704)

P~ @LL © Dr. Leibner



2 Fourier-Reihen 11

fur k = 0,+1,..., wie folgt berechnet:

1 T/ 27kt 1 T/2 2kt i 27st
__J2mkt _J2mkt J2ns
T/e T z,(t)dt = T/e T (Z C’SeT>dt

—T/2 —T/2 §=700
1 = T (s—k)t
J2m(s—
= T Z CS / (& T dt
=T )2

1 & CsT : .

- - s jm(s—k) _ ,—jm(s—k)
T ZOO j2m(s — k) (6 € )

1 i o Tsin[w(s — k)] vHospital | Cs , k=s

N (s — k) B 0 , sonst

S=—00

Die Integration hat iiber eine Periode T' zu erfolgen. Die Wahl der Integrationsgrenzen
hiangt dabei von der Funktion x(¢) ab. Es ist somit sinnvollerweise der jeweils giinstigste
Integrationsweg zu wéahlen.

Da iiber die Unstetigkeitsstellen nicht hinweg integriert werden darf, gilt fiir die Inte-
gration x(t) = z,(t) (— Seite 9, E1).

Damit folgt fiir Cs

. T/2
(2.6) @:Tv/amﬁwwt
~T/2
Mit (1.6) koénnen nun die reellen Koeffizienten der Fourier-Reihe fiir s = 1,2,... be-

stimmt werden. Fir sie folgt:

A, = Cy+C_y

) T/2
_ Jswot —jswot
= = / w(t) (10! 4 e=Iot ) g
T2 2 cos(swot)
T/2
(2.7) As T/ ) cos(swot) dt
~T/2

1
Bs = ](Cs - C—s) = ;(C—s - Cs)

T/2
e]swot e —jswot "
T / 2
-T/2
sin(swot)
r. Leibner ~
© Dr. Leib P @ L



12 2 Fourier-Reihen

T/2
(2.8) B, =7 / ) sin(swot) dt
—T/2
und fir s = 0:
. T/2
(29) CO:AO:T / x(t) dt
—T/2

Die Gleichungen (2.6)-(2.8) werden die Formeln von Euler-Fourier genannt.

Beispiel 2.2 Fir eine periodische Rechteckfunktion (— Abb.2.1) soll die Fourier-Rei-
hen-Darstellung bestimmt werden. Da die Funktion gerade ist, folgt fiir

T/2
B, =7 / ) sin(swopt) dt = 0.

-T/2 ungerade

Fiir Ag ergibt sich

to
2
As = T / cos(swot) dt 1
—to o . . o
to T T
)2 / g SR NN S S B
= 2— [ cos(sw — Tt
2T J o) —ty  to T
4
- swoT sin(swolo) Abbildung 2.1: 2-tp-Pulsfunktion
und fir den arithmetischen Mittelwert
1Py
Ag== [ dt =22
T / T
—to
Fir die Fourier-Rethe x,(t) folgt fir T = 2w
. . 1 | t|<to
2ty /1 t 2t ’
(2.10) =2 (5 + Smtﬂ cos(t) + sm2(t 0) cos(2t) + - ) ={ 5, | t|=to
T 0 0 0, to<|t|<L.

Fiir to = m/2 zeigen die nachfolgenden Bilder die erste, 10-te und 20-te Partialsumme
der Fourier-Reihe (2.10). Abbildung 2.2 zeigt die erste (gestrichelt) und 10-te Partial-
summe, Abbildung 2.3 die 20-te Partialsumme von xn(t). An den Sprungstellen ist ein
deutliches Uberschwingen zu sehen. Dieses Uberschwingen wird Gibbsches Phénomen
(— Seite 9, E3) genannt.

P~ @LL © Dr. Leibner



2 Fourier-Reihen 13

0.8
0.6
0.4
0.2
waall MAAAAAAY Al Mans
'3 o O 27 d
2 2
Abb. 2.2: x1(t), x10(t) Abb. 2.3: x9(t)
Die Rechteckschwingung (— Abb.2.1) wird durch
1 ko< L
(2.11) 2(t) = { 0, sonst

beschrieben. An den Sprungstellen ist z(¢) nicht definiert. Damit stimmt x(¢) dort nicht
mit x,(t) berein.

Eine Ubereinstimmung von (2.10) und (2.11) wird nur dann erzielt, wenn an den Un-
stetigkeitsstellen von z(t) der Mittelwert der Grenzwerte (— Seite 9, E2) genommen
wird. Dann gilt:

1 s ‘ t |< to
(2.12) t)=z(t)={ 3 , |t|=t
0, to<|t|<T

Beispiel 2.3 Die periodische Sigezahnfunktion (— Abb.2.4) ist ungerade, thr arithme-
tischer Mittelwert (Gleichanteil) ist Null.

Daraus folgt A; = Ay = 0. Die restli- (1)
chen Koeffizienten der Fourier-Reihe wer-

den mit Hilfe von ' 2 -\T '\
' 2 :
’ in(at) t 017" AN | T
| sty = [#nle0) _ teostan N0\
0 1 {
0

a? a
Abbildung 2.4: Sdgezahnfunktion

wie folgt berechnet:

T/2
By, = ;/ {—7? (;—;)]sin(swot)dt
" T/2 T/2
= %M %/tsin(swot)dt—%/sin(swot)dt
0 0
© Dr. Leibner P\/©/\\L



14 2 Fourier-Reihen

B — —4r |1 (sin(swgt) tcos(swot))T/2 1( cos(swot))T/2
ST T sQwS Swo 0 2 Swo 0
A [ cos(7s) N cos(7s) 1 ]
N T 2swo 2swp 25w
211
T Swo S
Fiir T = 2w folgt
in(2¢ in(3¢ (m -
@B):%@Zﬁmw+wé)+$ﬁ tk~:{2@0” ’Ojiz%

In den Abbildungen 2.5 und 2.6 sind die 10-te und 20-te Partialsumme der Fourier-
Reihen-Darstellungen des Sdgezahns wiedergegeben. An den Sprungstellen ist wieder
ein deutliches Uberschwingen zu sehen.

s s
2 3
T s 2 _T s 21
2 2 2 2
Abbildung 2.5: 10-te Partialsumme Abbildung 2.6: 20-te Partialsumme

Mit Hilfe der Beispiele 2.1 und 2.3 wird nun die Héhe der Uberschwinger von (2.13) an

den Unstetigkeitsstellen berechnet. Dazu wird zunéchst der Fehler Ry (t) zwischen der

Partialsumme zy(t) und z(t) = (7 — t) des Ségezahns bestimmt.

Ry(t) = zn(t) — z(t)

Dieser Fehler wird durch die Integration von (2.4) berechnet:

¢
Rn(t) = / +2cos(7) +2cos(27) + -+ - + 2cos(NT)] dr

N =

K

1 2 t

= — |7+ 2sin(7) +sin(27) + - - + —sin(N7)
2 N _
1 . 2

= 3 { (t — ) + 2sin(t) + sin(2t) + - - - + Nsm(Nt)]

= sint) + 2 sin(26) + S sin(3) -+ = sin(Nt)— (7 —1)

= sin 5 sin 5 sin v Sin 5 (7

—_——
Séigezahn' xn(t),T = 2m x(t), T =27
1 t si j|
Bn() = 5/ sin % ’
-
P~ —L © Dr. Leibner



2 Fourier-Reihen 15

Fiir den rechtsseitigen Grenzwert t — +0 folgt

Rn(+0) = 2n(40) — 2(4+0) = 0 — g = —g.

Die erste positive Maximalstelle von Ry (t) nahe bei 0 ergibt sich aus

Rin) = 1s1n[(N+%) tN} 0

2 sin %N
zZu

ty = — .

N+ 3

Damit folgt fir das erste Maximum

1 "Nsin {(N + %)T}
(2.14) Ru(ty) = 5 / A

T

Wegen

! / sm o } - %/wsin {(N + %)T] it 1 7sin {(N + %)T] b
0

1 v g } 1 N sin [(N + %)T] 1 7sin [(N + %)T]
—/ T = = / - dr — —/ - dr
2 sm 2 sm% 2 sin 5
T 0 0
1 N gin [(N + %)T} 1 0 sin [(N + %)T}
= —/ _ dr + —/ , dr
2 sm% 2 sin 5
0 T

erhdlt man fir (2.14)

RN(tN):%/NMd T

0

Mit der Substitution u = (N + %) t und damit uy = (N + %) ty = m folgt

(2.15) Nt i sinu i T
. = u— —.
(tn) / (2N +1) SmZNJrl

© Dr. Leibner P~ @LL



16 2 Fourier-Reihen

Fiir den Nenner des Integranden ergibt die Reihenentwicklung der sin-Funktion

ON + 1)si _ (N +1 -
@N+lsingey = CN+ D o 3N 18 T sieN T 1F T

BN + 1) TREeN+1)f T

Dies fiithrt fiir N — oo zu

u
2.16 li 2N + 1) si =
(2.16) N (N ) sin gy =
Fir N — oo geht t{§y — +0. Damit erhélt man fiir die Abweichung zwischen der
Fourier-Reihe x,(t) und der periodischen Funktion x(t) an der Stelle ¢ = +0:
Jim Ry(ty) = lim | an(ty) - 2(+0) |
= | xp(+0) —2(+0) | und wegen (2.15) und (2.16)

™

sin u T
= du — =
/ U Y 2

0

= Si(r) - g — 1.85193705 — g = 0.1789%

¢
Das Integral Si(t) := /
0

sin T

dt wird Integralsinus genannt.
i

Aus der Rechnung folgt, dal der Wert
z(+0) = g von Z,(+0) um 17.89% iiber-
schritten wird. Bild 2.7 zeigt die Uber-

schwinger fiir die Verldufe aus den Abbil-
dungen 2.5 und 2.6.

volx

Abb. 2.7: Gibbs-Phanomen

Dies fithrt zu folgender Ergénzung zu E3:

Gibbsches-Phianomen: In Unstetigkeitsstellen {iberschwingen fiir hin-
reichend grofies N die Partialsummen xy(¢) die Funktion x(¢f) um
~ 17.89%.

Beispiel 2.4 FEs ist die Fourier-Reihe des zweiweg-gleichgerichteten Sinus (— Abb.2.8)
x(t) = |sin(t)| mit T = 2m zu berechnen. Da z(t) eine gerade Funktion ist (x(t) =
x(—t)), gilt wiederum (— Bsp.2.2) Bs; = 0.

P~ @LL © Dr. Leibner



2 Fourier-Reihen 17

27
As = 1/|sin(t)]cos(st)dt x(t)
™
0
= g/sin(t) cos(st) dt L
T
0 t
B g[_cos[(l—ks)t]_cos[(l—s)t] T r ' r T
B TE ) 2(1-s) |, ? ?
1 {_cos[(l—l—s)w] _ cos[(1—s)n] N 1 N 1 Abb. 2.8: x(t) = [sin(t)|
s (1+4s) (1—s) 14s 1-s
Damit folgt fir As
0 , S ungerade
Av=q 4 s gerade
Tlt+s)(1_s =~ ° I
27
1 .
Ay = —/\sm(t)]dt
2m
0
= l/sm(t) dt = {_cos(t)] _2
™ T lo w

Die Fourier-Reihe lautet somit

2 4 (cos(2t) cos(4t)  cos(6t)

2.17 t)=——— - =lsin(t)]; 0<t<?2
(2a7) |ap(t)= 2= (e g+ e ) =lsin(): 0<t<2m

In den Abbildungen 2.9 und 2.10 sind die dritte und 20-te Partialsumme von (2.17)
wiedergegeben.

s 27 _ T 2

wola

s
2

|
vl

s
2

Abb. 2.9: z3(t) Abb. 2.10: x90(t)

© Dr. Leibner P~ @LL



18 2 Fourier-Reihen

Beispiel 2.5 Fir den einweg-gleichgerichteten Sinus (— Abb.2.11),

x(t) = %(sin(t) + | sin(t)]),

folgt mit (2.17) und T = 27 sofort

11 2 [cos(2t) cos(4t) _J sin(t), 0<t<mw
(2.18) xp(t)—;—l—gsm(t)—;( 1.3 + 3.5 —i—---)— 0, r<t<or.

Im Bild 2.12 sind die erste und zehnte Partialsumme von xp(t) dargestellt.

z(t)
2 o
0.8
1.5
0.6

=
o
[ISN

t el

[NE

2 4
B
3

™

2

T 2

wola

Abb. 2.11: z(t) = sin(t) + | sin(¢)] Abb. 2.12: x4 (t) (gestrichelt) und x1o()

In den vorherigen Beispielen verschwand aufgrund bestimmter Symmetrie-Eigenschaf-
ten der Funktion ein Teil der Koeffizienten ihrer Fourier-Reihendarstellung. Kennt man
folglich die Art der Symmetrie einer Funktion, so weil man auch, welche ihrer Fourier-
Koeffizienten zu Null werden und damit nicht explizit berechnet werden miissen.

Es werden folgende Symmetrien unterschieden:

S1: Fiir eine T-periodische und gerade Funktion z(t) (— Bsp.2.2) gilt

2.1 CE(t) = :E(_t)’
(2.19) . ) .,
A T/2
(2.20) As = T / x(t) cos(swot) dt,
0
BS - 0) t E Ry S E NO

Die Fourier-Reihe einer geraden Funktion ist eine Cosinus-Reihe.

S2: Fiir eine T-periodische und ungerade Funktion x(¢) (— Bsp.2.3) gilt

z(t) = —x(-t),
P\/@/\\L © Dr. Leibner



2 Fourier-Reihen 19
T/2
4
(2.22) B, = T / ) sin(swot) dt,
0
A;, = 0, teR, se€N.
Die Fourier-Reihe einer ungeraden Funktion ist eine Sinus-Reihe.
S3: Fiir eine T'/2-periodische Funktion z(t) (— Bsp.2.4 erfiillt S1 und S3) gilt
(2.23) oL+t = a(t),
A T/2
AQS = f x(t) COS(QSwot) dt, A25+1 = O,
(2.24) %
4
Bys = T / x(t) sin(2swot) dt, Basy1 =0, s € Ny.
0
S4: Ist der T'/2-periodische Anteil von x(t) Null (— Bsp.2.6), so gilt
(2.25) o(T+t) = —a(),
A T/2
A25+1 = ? x(t) COS[(28 + 1)&)0t] dt, AQS = 0,
(2.26) 7/
4
Byst1 = T x(t)sin[(2s + 1)wot] dt, Bas =0, s € Ny.
0
Beispiel 2.6 Fir die Funktion (— Abb.2.13)
Jocos(t) , 0<t<IZ wm<t<inm
z(t) = { 0 , sonst,
folgt fiir T = 27 die Fourier-Reihe (— Abb.2.14)
1 1 /sin(¢t) sin(3t)  sin(5t)  sin(7t)
zp(t) = 5 co —( Tt T 3 + 3 —i—)
s 3
(2.27) costl) , 0<t< g, m<t<ym
= 2 ’ t -
% , t=m
0 , sonst.
-
© Dr. Leibner P~ ((y—L



20 2 Fourier-Reihen

(t)
1
0.5
_ s 27 t
2 2
-0.5
-1
Abb. 2.13: z(t) Abb. 2.14: x3(t) (gestrichelt) und x10()

2.1 Frequenzmodulation

Unter Modulation versteht man die zeitliche Anderung einer oder mehrerer Kenngroen
einer harmonischen Schwingung

m(t) = a(t) cos[wot + ¢(t)] = a(t) cos ¢(t)
durch ein zu iibertragendes Nutzsignal s(t). Es wird zwischen folgenden Modulations-
arten unterschieden:
a) Amplitudenmodulation (AM):
a(t) = ks(t); (t),k = const.
b) Phasenmodulation (PM):

(1) = s(t), w(t) = 940 — i + k850 (), k= const.

c) Frequenzmodulation (FM):

d‘fi_gt) = ks(t), w(t) = %(tt) =wp + ks(t); a(t),k = const.

Bei der FM wird die Tréagerfrequenz wy direkt durch das Nutzsignal s(¢) verdndert. Fiir
den Winkel ¢(t) heiit das

$(t) = wot + k/s(r) dr + (0).
0

Diese Gleichung kann nur schwer allgemein ausgewertet werden. Sie wird deshalb in der
Regel fiir ein einfaches Nutzsignal

s(t) = S cos(wit)

untersucht. Fiir ¢(t) folgt dann ohne Einschrénkung durch ¢(0) =0

o(t) = wot + kS sin(wyt).
w1

Dabei bezeichnet
AQ = kS

P~ @LL © Dr. Leibner



2.1 Frequenzmodulation 21

den Frequenzhub und
. An

w1

den Modulationsindex. Mit diesen Definitionen ergibt sich fiir das modulierte Signal

(2.28) ‘m(t) = Acos [wot + nsin(wit)] ‘

In komplexer Schreibweise folgt fir (2.28)
m(t) = A@)eo!  mit  A(t) = Aednsn@t),
Das urspriingliche Signal m(t) gewinnt aus der Realteilbildung
m(t) = Ayg{ejwotejnsin(wlt)}

zuriick. Durch Substitution von z = ¢/“1t in

€jw1t _ e*jwlt

: £ —
sin(wit) %
erhélt man ) )
(2.29) eIt — exp [577(2 - ;)] = exp {%} exp [—%] .
Mit Hilfe der Exponentialreihe
T _
k=0

kénnen die Exponentialfunktionen in (2.29) als Summen geschrieben werden:

exp {772_2} _ i% (g)kzk und  exp {_277_’2} _ i (—kl!)k <g)k%

k=0 k=0

Fiir ein einzelnes Glied 2™ des Produkts der beiden e-Funktionen gilt

In diesem allgemeinen Glied ist n fest, wihrend k alle ganzen positiven Zahlen durch-
lauft,

o -1 k n+2k
(2.30) [Z % (g) ] 2" = Jp(n)2".

k=0

Fiir ein einzelnes Glied 27" gilt entsprechend
(_1)n+k <ﬁ>n+k 1 l <ﬁ>k Zk _ (_1)n+k (ﬂ>n+2k -
(n+ k) \2 2tk |\ 2 (k+n)lk! \ 2

und damit

0 _1\n+k n+2k
(2.31) lz (;j—)n;kl (g) ] 2 = (<) ()2

k=0

© Dr. Leibner P~ @LL



22 2 Fourier-Reihen

Mit
(2.32) J_n(n) = (=1)"Tn(n)

und z = /1 folgt aus dem Produkt der beiden Exponentialreihen,

exp[% z——} ZJ

n=—oo

die Fourier-Reihe

6]775111 (wit) _ 2 : J ejnwlt.

n=—oo

Das modulierte Signal wird durch Realteilbildung berechnet

m(t) = AR50 3 T, (n)el" ity

n=—oo

(2.33) =A Z Jn (1) cos[(wo + nwn )]

n=—oo

Der Summenfaktor J,(n) wird Bessel-Funktion (Zylinderfunktion) 1. Art der
Ordnung n genannt.

Beispiel 2.7 Fir fo = 20kHz, fi = 10kHz, n = 1 und A = 1 ist der Verlauf des
modulierten Signals in Abb.2.15 gegeben. Abb.2.16 zeigt die J,(n) firn =0,1,2,3 und
n € [0,10].

m

) AN
SRV

Abb. 2.15: Frequenzmoduliertes Signal Abb. 2.16: Besselfunktionen 1. Art

o o O o
N BN OO O

N

Die Amplitudenlienspektren des FM-Signals fiir A = 1 und konstanten Frequenzhub
AQ = 2710kHz sind in den nachfolgenden Bildern dargestellt. Aufgetragen sind jeweils
die Jn(n) im Frequenzbereich —20kHz < f < 20kHz.

P~ @LL © Dr. Leibner



2.1 Frequenzmodulation 23

h 0.5 0.5 1
~0.2

Abb. 2.17: f; = 20 kHz, n = 0.5 Abb. 2.18: f; =2 kHz, n =5

Die Koeffizienten J,, () sind Lésungen der Bessel>-DGL

22y +xy + (2 — 1)y =0, veER,

fir v = n € Ng und n = z. Die Bessel-DGL ist eine der wichtigsten DGLn der an-
gewandten Mathematik. So fithrt z.B. die Beschreibung von Schwingungen (z.B. einer
kreisformigen Membran), elektrostatischer Felder, der Wérmeleitung, usw., auf Bessel-
DGLn. Ihre allgemeine Losung lautet fiir reelles v

B 00 (_l)k T 2k+v
(2.34) J,(z) = kz:% M h T 0) (5) , v>0,

wobei I'(v + k + 1) die durch

o0

INa) = /e*tto‘*1 dt

0

definierte Gamma-Funktion ist. Fiir sie folgt durch partielle Integration

MNa+1) =al(a)

und wegen
(1) = /e*t dt =1,
0
re)=r1)=1,r3)=2r2)=2,...,
(2.35) Nk+1)=k, k=0,1,....

Aus (2.34) und (2.35) folgen die Gleichungen (2.30), (2.31) und (2.32).

3FRIEDRICH WILHELM BESSEL (1784-1846) war ein deutscher Astronom und Mathematiker. Er begann
als Lehrling in einer Handelsgesellschaft, studierte in seiner Freizeit Astronomie, wurde zunéichst
Assistent in einer kleinen Sternwarte und spéter Leiter des neu gegriindeten Observatoriums in
Konigsberg. Seine Veroffentlichung tiber Bessel-Funktionen erschien 1826.
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3 Fourier-Transformation nichtperiodischer
Zeitsignale

3.1 Integrale komplexwertiger Funktionen

Fiir die komplexen Groéfien

0 0
z=x+jy€C mit dz:—zdx—i-—zdy:da:—l—jdy
Ox oy

und
w(z) = u(z,y) + jv(z,y) =u+jv e C

folgt fiir einen beliebigen Integrationsweg ¢ = ¢12 in z (— Abb.3.1)

7w(z) dz = /(u + jv)(dx + jdy)

c

= /(udaj—vdy) —|—j/(udy+vdx).

C C

I Ir

&

C2

C1
Z1 Z9

R

Abbildung 3.1: Integrationswege in der komplexen z-Ebene

Fiir den Integranden kann eine Potentialfunktion U(x,y) berechnet werden, wenn fiir
U(zx,y) das totale Differential,

oU oU
-1 = —_— —
(3.1) aU = 5 4+ 5 dy.

25



26 3 Fourier-Transformation nichtperiodischer Zeitsignale

existiert. Die Integration ist dann vom Integrationsweg unabhéngig und es gilt
2
U:/dU:UQ—UI.
1
Dies entspricht der Berechnung der Stammfunktion in der reellen Analysis:

2
F:/#:R—ﬂ
1

Das totale Differential existiert, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

Lo o
Yo T oy
L. U O
9y 0x
Wegen
0*U B 0?U
oxdy  Oydx
folgt
L. U ou_ o
Y'Y 9zoy Oy Ox
Cauchy-Riemannsche-DGLn.
L. P
20 9yox  O0x Oy

Funktionen, welche die Cauchy!-Riemannschen? Differentialgleichungen erfiillen, wer-
den holomorph oder analytisch genannt.

Fiir den komplexen Differentialquotienten gilt dann wie im Reellen

00 | = i W0,
dz 2—20 zZ— 20

wobei die Anndherung z — 2z unabhéngig von der Richtung ist.

! AuGusTIN-Louis CAUCHY (1789-1857) wird als Vater der modernen Analysis bezeichnet. Er studier-
te und lehrte vornehmlich in Paris. Cauchy entwickelte die Theorie der komplexen Analysis, der
unendlichen Reihen und der gewdhnlichen und partiellen Differentialgleichungen. Er veroffentlichte
nahezu 800 wissenschaftliche Arbeiten, viele davon von grundlegender Bedeutung.

BERNHARD RIEMANN (1826-1866) promovierte 1851 bei GAUSS in Géttingen, wo er von 1854 an lehrte
bis er mit 39 Jahren verstarb. Im Gegensatz zu KARL WEIERSTRASS (1815-1897), der die komple-
xe Analysis auf Potenzreihen begriindete, hat RIEMANN eine geometrische Anndherung gefunden,
basierend auf den Gesetzen der konformen Abbildungen und den Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen. Von RIEMANN stammt auflerdem die Definition des Integrals, wie es heute in der
Infinitesimalrechnung Verwendung findet. Er formulierte neue Methoden zum Lésen gewdhnlicher
und partieller Differentialgleichungen und begriindete die sogenannte Riemannsche Geometrie, in
der EINSTEIN seine allgemeine Relativitdtstheorie entwickelte.
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3.1 Integrale komplexwertiger Funktionen 27

So folgt mit
dz=dr+ jdy fir dy=0

dw du dv ou ov
aw _ au _ .av _ Ou  Ov i _
dz dz+]dz 8x+‘781‘ und fiir dz =0
do_ w00 v o
=~ goy ljoy T oy oy

Beide Zeilen sind identisch, da sowohl die Real- als auch die Imaginarteile wegen der
Cauchy-Riemannschen-DGLn gleich sind.

Beispiel 3.1

w(z) = 22 =22 - y2 +7j 22y

U v
ou ov ou ov

ar "oy oy Y= 0w
w st folglich analytisch mit der Ableitung

ou v
/ = — | — — 1 =
w'(z) = o +]8x 2z + j2y = 2z.

3.1.1 Der Integralsatz von Cauchy

Wegen
/w(z) dz = —/w(z) dz (— Abb.3.2)

gilt fir eine analytische Funktion w(z) fiir jeden einfach geschlossenen Weg ¢ = ¢ + c2

in z (— Abb.3.2)
fw(z)dz: /w(z)dz—i—/w(z)dzzo.

Die Integration erfolgt dabei im mathematisch positiven Sinn.

R}

C2

C1
21 29

>R

Abbildung 3.2: Geschlossener Integrationsweg in der komplexen z-Ebene
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28 3 Fourier-Transformation nichtperiodischer Zeitsignale

3.1.2 Der Residuensatz

Es sei w(z) bis auf z = « analytisch und als Laurent-Entwicklung gegeben:

(3.2) w(z) = Z ay(z —a)l' = (za—;zé)" +- (Za:la) + Z au(z — a)t
p=—n p=0

Hauptteil der Laurentreihe Taylorreihe

Die Integration auf einem Weg ¢, der z = o umschliefit (— Abb.3.3),

%w(z) dz = i [au%(z —a)ldz

)

c H=—n c

ergibt mit z — a = re?¥ bzw. dz = jrel? dy

2m . M+1 27’1’
f(z —a)dz = jritl /eﬂﬂﬂ)@ dp = | _cilutDe
jlp+1) 0
¢ 0
ptl
B % [e7027 1] =0 fiir alle s £ —1
"
Fir 4 = —1 erhélt man
dZ . 2T . )
§2 = el = [LnGe)]" = I+ i+ j2ekE"

C
= Inr+ 527+ j27k — Inr — j27k = j27.

Fiir die Integration folgt damit

j{w(z) dz =a_1j2m

Der Koeffizient a_; wird Residuum von w(z) an der Stelle z = a genannt.

1
Res(w, ) == a1 = — ¢ w(z)dz
j2m
C
Q)
c
—k
k
R
Abb. 3.3: Integration um « Abb. 3.4: Integration um aj, as und ag
\' e
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3.1 Integrale komplexwertiger Funktionen 29

Wihlt man statt ¢ den Weg ¢—k (— Abb.3.3), so enthélt die umschlossene Fléiche keine
Polstellen und es gilt

?{ w(z)dz = j{w(z) dz + %w(z) dz =0,

c—k —k

bzw.

]{w(z) dz = — ?{ w(z)dz = fw(z) dz =a_1j2m.

c —k k

Hat nun w(z) innerhalb von k endlich viele Pole oy, g, . . ., oy (— Abb.3.4), folgt daher

(3.3) fw(z) dz = j2m Z Res(w, ay,)
k p=1

Durch die Multiplikation von (3.2) mit (z — )",

’U)(Z)(Z - a)n =0a-n +a—n+1(z —Oé) + - +CL_1(Z — O[)ni1 +a0(2 —a)n+ cee

Taylorreihe

erhélt man eine Taylorreihe, fiir deren Koeffizienten a_;

m—1
Res(w,a) = ﬁ%[w(z)(z—a)”]z_}a
(34) 1 dn—l
= o | G -

gilt. Wenn n = 1 ist, vereinfacht sich (3.4) zu

(3.5) Res(w, @) = [w(2)(z — @)]y5q = lim[w(z)(z — a)]

z—a

3.1.3 Anwendungsbeispiele zum Residuensatz

o
Integrale vom Typ [ X(w)dw konnen
—00
bei geeignetem Integranden X (w) mit Hil- ¢
fe eines Umlaufintegrals °
a9 °
aq
j{ X(z)dz ‘ ‘ w
J —r r
iiber den in Abbildung 3.5 skizzierten Abbildung 3.5
Weg berechnet werden, wenn alle Singularititen «g,...,ay von X(z) in der oberen

Halbebene (Im{z} > 0) von ¢ eingeschlossen werden und Jim 2X (z) = 0 ist.
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3 Fourier-Transformation nichtperiodischer Zeitsignale

Es gilt dann

%X(z) dz = /X(w) dw—l—/X(rej“’)jrej“"d(p = j27
c -r 0

N
Z Res (X (2), o),

p=1

da wegen li_)m 2X (z) = 0 der zweite Summand mit » — oo gegen Null geht.
z o0

(3.6)

/OOX(w)

N
dw = j27 Z Res (X (2), o)
pn=1

Gilt auBerdem

q(w)
mit Grad ¢ > Grad p + 2,
ap
an2n+"'+a0_ 1 (In—l-""i‘z—n
mo... T ,m—n b
bpz™+ - +by 2 bm+"'+%
z
und damit lim 2X(z) =0, so folgt mit den Nullstellen a;,...,an von ¢ in Im{z} >0
o0

sowie g(w) # 0 fiir alle w € R

(3.7)

[ p(w)
=

dw = jZW‘ﬁ:lRes (%,a,&

Liegen in der unteren Halbebene weniger Singularitdten von X (z) als in der oberen, so
ist es vorteilhaft, die Integration iiber die untere Halbebene durchzufithren. Der Umlauf
erfolgt dann im mathematisch negativen Sinne, in (3.7) mufl daher ein Minuszeichen vor
die Summe der Residuen geschrieben werden.

Beispiel 3.2

o0

o0

9 9
I = /—d :/ : 4
Jowr2 ™ ) woigw— (o)
g e
3.8 = j2nRes | 5—=,jc | = j27 | —F——= =
(3.8) j2mRes <Z2+€2 JE) j WL—(—Ja)Lﬂ-E ™

3.1.3.1 Berechnung reeller Fourier-Integrale mit dem Residuensatz

Fourier-Integrale vom Typ

o0

—00

/ I X (W) dw = 7X(

w) cos(wt) dw + j / X(w)sin(wt) dw, teR,

—00
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3.1 Integrale komplexwertiger Funktionen 31

kénnen mit Hilfe des Residuensatzes berechnet werden. Es gilt dann fiir t > 0

o0 N
(3.9) / I X (W) dw = j2m Z Res(e/*' X (2), o)
_c0 p=1

ai,...,ay sind dabei Punkte aus der oberen Halbebene (Im{z} > 0— Abb.3.5), X(z)
ist bis auf diese Punkte in einem die obere Halbebene und die reelle Achse umschlieen-
den Gebiet analytisch und zX (z) beschréankt.

Beweis: Die Integration tuber c ergibt

%ethX(z) dz = /ejth(w) dw + / eIt COS(“’)HTSin(‘p))X(rej‘p)jrej” de .
0

C —-r

Il I2

Nach Voraussetzung ist |2X (z)| < k, daher gilt fiir I

|IQ‘ < k_/eftrsin(cp) d(p

w/2 i
- 9%. / e—trsin(gp) d(p ;
0 ©
w/2 %
2
< 2 / e "% dp (— Abb.3.6)
0 Abbildung 3.6
k
= —”[1—e*t’"}—>0 fir r — oo
tr

g

Im Beweis wird ¢ > 0 vorausgesetzt. Ist ¢ < 0, so geht man genauso vor, nimmt jedoch
einen Umweg iiber die untere Halbebene. Da dies zu einem Umlauf im mathematisch
negativen Sinn fiihrt, erhélt die rechte Seite von (3.9) ein negatives Vorzeichen. Ist
ferner

X(w) = 22
q(w)
mit dem Grad von ¢ > Grad von p + 1,

ao
anz" +---+ap 1 a"+"'+z_n
mo... T ymen b
bpz™ 4+ +by 2 by +_7(31
z

und damit zX(z) wie in (3.9) vorausgesetzt beschriankt, so folgt mit den Nullstellen

a1, ...,ay von ¢ in Im{z} > 0 und den Nullstellen (1, . .., Sas von ¢ in Im{z} < 0 sowie
-
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3 Fourier-Transformation nichtperiodischer Zeitsignale

q(w) # 0 fir alle w € R

N

0o jQWZRes (ejztp(—z,a#) , t>0

(3.10) / ej“tp—w) dw = = )
w .
—o0 1) —j2m Z Res (eJZtM,BM) , t<O0
= q(2)
Beispiel 3.3
7 2e ;
(3.11) I(t) = / e d
—o
Der Integrand hat die beiden einfachen Pole
a1 = Je, 61 = —Je.
Fiir diese ergeben sich die Residuen zu
2eel?t , 2eel?t L
e ((z )~ (=je) ’95> - l - ] s
J J J zZ—j€
bzw. A ‘
2ceI?t 2eedzt
Res [ = ,—je | = =€ , = jel
(22 +¢€2) z — je :
z——je

Daraus folgt mit (3.10)

T o - o2me ™, t>0
(3.12) / 5 5’ dw = .
e +w 2we™t,  t<0
Beispiel 3.4 Dirichlet-Integral,
o0 ejwt
/ —dw, t>0.
w

Nach dem Integralsatz von Cauchy gilt (— Abb.3.7)

} = 2me el

_ C
ejzt pejwt A Jwt
0= j{ dz = / —dw+ [ — dw
z w w
c —r p ‘ [ o ) ‘ w
ejzt jat —r —p 0 p r

+

/

Cc1

dz—/e
z

Cc2

dz,
z

Abbildung 3.7

wobei ¢ den groffen Halbkreis mit Radius v und co den kleinen (auch positiv durchlau-
fenen) Halbkreis mit Radius p bezeichnet. Aus dem vorhergehenden Beweis entnimmit

man )
Jzt

/6 dz — 0 firr — oo.

C1
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3.1 Integrale komplexwertiger Funktionen 33

Fiir p — 0 folgt mit der Exponentialreihe der e-Funktion

ejzt oo it k
lim dz = lim @ /zk_l dz.
p—0 z p—0 k!

co k=0 &)

Die Auswertung des Integrals ergibt mit z = pel? bzw. dz = jpel¥ dyp

™ ™ ™
. Nk—1 . . .
/(pe”) jpe’?dp = j/pke””“ dwszk/ew’“ dy
0 0 0
k

— P feimk
= 7 [e 1} .
Daraus folgt
jzt o] it k Jjrk _ 1
lim [ & dz = lim Ut) pk © .
p—0 z p—0 k! k
o k=0

Beim Grenziibergang p — 0 werden alle Terme der Summe fir k > 0 zu Null, fir k=0
ergibt sich mit I’Hospital
it 0 Jjrk 1
(Jt) 00 & — jm.
0! ~~ k
— ] ——
1 Vs

Wenn man bericksichtigt, daf$ sin(z) eine ungerade Funktion ist,
sin(z) = —sin(—x),

folgt aus dem Vergleich der Imagindrteile (— Abb.3.8)

oo m, t>0
in(wt
(3.13) / sinwt) o= 1 0, t=0
w
- —m, t<0
s
3
20 —10 10 20
_T
2

Abbildung 3.8: Integralsinus
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34 3 Fourier-Transformation nichtperiodischer Zeitsignale

3.2 Fourier-Transformation
Durch den Grenziibergang T — oo wird die Harmonische Analyse T-periodischer Signale
auf diejenige nichtperiodischer ausgedehnt. Setzt man

T/2

1 .
Cs = T / x(1)e 75T dr
~T/2

in die Fourier-Reihe

zp(t) = Z C,elswot

S§=—00

2
ein, so erhélt man mit wy = % = 27 fo und ws := swy sowie z(t) = z,(t)

T/2
1 & . .
x(t) = — eJwst / x(1)e 7T dr | wo.
2 = s

Die Zahlenfolge ws, s € Z, stellt eine dquidistante Unterteilung der ganzen reellen
Frequenzachse dar. Die unendliche Reihe kann daher als Grenzwert von Riemann-
Summen interpretiert werden. Da durch diesen Grenzwert ein Integral definiert wird,
folgt mit T' — oo bzw. wg — 0

(3.14) z(t) = % / (ej“t / x(T)ej“”dT) dw, teR.

—00 —0o0

Die Fourier-Transformation in den sogenannten Bild- oder Frequenzbereich ist damit

(3.15) X(w) = b/‘ait)e_j“tdt

—00

und die Riicktransformation in den Original- oder Zeitbereich

(3.16) m@z%/XMW%u

Man nennt das Paar (z(t), X(w)) eine F-Korrespondenz und schreibt dafiir

2(t) oz X(w)]

Im Gegensatz zur Fourier-Reihe stellt (3.16) eine ,kontinuierliche* Uberlagerung von
harmonischen Schwingungen ¢/“! mit X (w) als ,spektraler Dichte der in x(t) enthal-
tenen Teilschwingungen“ dar. Eine periodische Funktion besitzt somit ein diskretes
Spektrum, eine aperiodische ein kontinuierliches Spektrum.
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3.2 Fourier-Transformation 35

Beispiel 3.5 Der Rechteckimpuls (— Abb.3.9)

(3.17) #(t) = N(t) = { oy

hat die reelle Spektralfunktion

L sin(w)
X(w):/e_mdt: { 277 w # 0,
e 2, w=0.

Die F-Korrespondenz lautet:

sin(w) w A0

(3.18) MN(t) oZe 2si(w) mit si(w) = sinc(w) = w ’

1, w =0,
Die Funktion si(w) bzw. sinc(w) wird haufig Spaltfunktion genannt.
z(t) X(f)

T
2 /\1 0.5 - f
. L, NA0.5] 05\ /1 -2
Abbildung 3.9: Rechteckimpuls Abbildung 3.10: Spaltfunktion 2si(w)

Die Riicktransformation in den Zeitbereich lautet:

1 T si A 1 7 si NE
1 / Sm(w)eﬂ‘“tdw:— / Sln(w) COS(Wt) dw+l / Sn,i‘jﬂSln(Wt) dw

™ w ™ w ™
—0o0 —0o0

Il IQ
Aus Symmetriegrinden folgt fiir I = 0 (— Abb.3.11) und fiir den Rest (— Abb.3.12)

2 7sinu()w) cos(wt) dw.

™
0

l“
04
0
1 “
! 1

]
P
h \ ~
' \ /N
! \ R
i \ ! AN -~
[ ' RN
N ' / N N
> S
\ AN 1 ,
16 j 10
i L
/ ]
o \ |
\ '
\ '
\ '

—/4) v/ —10 /=5 5 10
Abb. 3.11: sin(w) sin(wt), (t < 0 unterbr. L.) Abb. 3.12: sin(w) cos(wt)
w w
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36 3 Fourier-Transformation nichtperiodischer Zeitsignale

Die weitere Umformung des Integranden,

ejw o efjw ejwt + efjwt
. N -
sin(w) cos(wt) ( 5 ) ( 5

ejw(t—i—l) + e—jw(t—l) o ejw(t—l) o e—jw(t+1)

4j

_ ;m@@+m—mM@—ML

fiihrt auf zwei Dirichlet-Integrale (— (3.13))

0o 0o . 1, |tl<1

1 3 t+1 1 t—1 ’ ’

(3.19) _/ﬁ&iijgw__/§&i_gyw: Ut
™ w n w

0 0 0, |t|>1.

Mit Ausnahme der beiden Sprungstellen erfillt (3.19) die Definition (3.17). Firt = +£1
ergibt sich wieder, wie bei den Fourier-Reihen, die Mittelwerteigenschaft (— S. 9, E2).

Beispiel 3.6 Der firt > 0 abfallende Impuls (— Abb.3.13)

_ t)
e t>0, z(
(3.20) x(t) = { 0. t<0. 1
hat fiir € > 0 die spektrale Dichtefunktion
oo
X(w) /e (7wt gy
0
< q t
[ —(etiw)t| 1 —1 1 2 3 4
et ]w 0 etyw Abb. 3.13: Abfallender Impuls
et t>0 1
(3.21) z(t) = ore X(w)= .
0, t<0 €+ Jw

Die Riicktransformation ergibt fir t > 0 mit (3.9)

1 o° Jwt jzt
e e
o / — dw = Res < - ,js) =e
j2rm w — je z — je
—0o0

Da X (w) keine Polstelle in der unteren Halbebene hat, folgt fir t < 0 (Umlauf durch
die untere Halbene) x(t) = 0.

Firt =0 ergibt sich
17 ' 17 17
(3m)ff/ﬁﬂiﬁdw:ff —iLﬂm+§f/f—i—dw:h+b.
T

g2 ) w? 4 €2 j2r ) w2+ ¢e? w2 +¢e2

—00 —00 —0o0
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3.2 Fourier-Transformation 37

I, ist aus Symmetriegrinden Null, fir I folgt mit (3.8)

1 1
z(0) = 5= i(x(—i—O) —x(=0)) (Mittelwert).
Beispiel 3.7 Der symmetrisch abfallende Impuls (¢ > 0) (— Abb.3.14)

z(t) = el
hat die Spektralfunktion (— Abb.3.15)

0 00
A . 1 1 2
X(w) = / ele=dw)t dt+/e_(5+3w)tdt: — + — = c
) E—jw e+jw e2+w?
(3.23) 2(t) = oMo F e X(w) = 25
e2 + w?
4
<1
S )
>1 >1
-4 =2 2 4 —4 4
Abb. 3.14: z(t) fur unterschiedliche ¢ Abb. 3.15: X (w) fiir unterschiedliche €

Zur Ricktransformation siehe Bsp.3.3.

Bemerkung: Dem Vergleich der beiden Abbildungen 3.14 und 3.15 entnimmt man, daf}
fir t — +oo langsam abfallende Funktionen x(¢) (,,breitbandig®) zu rasch abfallenden
Spektraldichten X (w) (,,schmalbandig®) fiir w + oo fiihren und umgekehrt. Der Verlauf
von Zeit- und Frequenzfunktion kann daher nicht gleichzeitig schalbandig sein. Dieses
Phénomen wird ,,Unschérferelation® genannt.
In manchen Anwendungen hat man es mit inhomogenen linearen DGLn zu tun, in denen
von der nur kurzzeitig wirkenden Storfunktion z(t) (z.B. bei einem Hammerschlag oder
einem Stromstof}) nur der ,Gesamtimpuls“

t1

/m(t) dt, t; nahe bei to,

to

bekannt ist. Man spricht dann von einer Impulsfunktion (— Abb.3.16)

x(t)

0., —00<t<0 -
[e9]
s.(t)=¢ e, 0<t<e mit [ 6.(t)dt =1und e > 0.
-0 @
0, e<t< o 0 '5 t

Abb. 3.16: Impulsfunktion
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38 3 Fourier-Transformation nichtperiodischer Zeitsignale

Kommt es bei einer Impulsfunktion, die in einem Intervall (¢g, to + ¢) wirkt, nur auf den
Gesamtimpuls [y an, so ersetzt man sie durch [yd.(t — to).

In der Praxis moéchte man den Gesamtimpuls gern auf einen Zeitpunkt ¢ = ¢y konzen-
triert haben. Dazu miifite durch

(3.24) 5(t) = lim 6.(t) = { o7y

e—0

eine Funktion erklart sein, fiir welche

oo

(3.25) / 5(t)dt = 1

gilt. Dies ist aber im strengen Sinn nicht méglich, da co kein Funktionswert und (3.25)
kein Riemann-Integral ist.

Zur Beschreibung eines derartigen stofiférmigen Impulses mit einer Zeitfunktion, ver-
wendet man §(t) als verallgemeinerte Funktion und nennt sie nach dem englischen
Physiker PAUL DIrAcC? die Dirac-Deltafunktion. Man benétigt zur strengen Be-
grimdung von §(t) die Theorie der Distributionen. Der praktische Umgang mit dem
,Dirac“ ist jedoch immer unkritisch, wenn §(t) als Faktor vor stetigen Funktionen unter
bestimmten Integralen auftritt. In der Gleichungskette

o e ¢} o0

[ ows—wyar = [ g0l —to)dr =+ lim [ g(0)5.t—to) d
(3.26) = glto) [ 8t~ to)dt = g(to

ist zwar die Grenzwertvertauschung nicht erlaubt, die Beziehung ist aber dennoch fiir
jede in tg stetige Funktion g(¢) (— Abb.3.17) richtig.

to to+e

Abb. 3.17: [%_ g(t)d-(t — to) dt

3PAUL DIRAC (1902-1984) war ein englischer Physiker. Er erhielt zusammen mit ERWIN SCHRODIN-
GER (1877-1961) 1933 den Nobelpreis fur Physik. Er wurde fiir seine Leistungen auf dem Gebiet der
Quantenphysik ausgezeichnet.
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Aus (3.26) folgt die sogenannte Ausblendeigenschaft der Deltafunktion:

(3.27) / g(t)o(t — to) dt = g(tp), falls g stetig in tg

Beispiel 3.8 Aus (3.27) folgt unmittelbar

X(w) = /5(t)e_j“tdt:1.

(3.28) S(t)oZe 1

Beispiel 3.9 Mit

1 1 ¢
= —efllg7Fe X I
z(t) o () me? +w?’
modifiziert aus Bsp.3.7 und (3.8) folgt fiir e > 0
1 o0 c oo oo
;/€2+w2dw:/X(w)dwzlz/é(w)dw.
— 00 —0o0 — 00

X (w) kann daher als Impulsfunktion angesehen werden, die fiir e — 0 gegen die Dirac-
Deltafunktion strebt (— Abb.3.15). Die zugehorige Zeitfunktion geht fir e — 0 in die

konstante Funktion % uber:
1
—oLTe d(w)
27

Daraus folgt fiir die Impulsfunktion im Spektralbereich

(3.29) |10-Ze 2md(w)|

(3.28) und (3.29) stellen Extremfélle der Reziprozitdt von Zeit- und Spektralfunktion
dar (— Bemerkung, S.37).

Beispiel 3.10 Fir e — 0 und w # 0 folgt aus (3.21) 1 firt > 0 und ]%) Fire >0
folgt weiter mit (3.22) und (3.8) bei gleicher Betrachtungsweise wie im vorhergehenden
Beispiel,

o (o0} o
/gziﬁdw:/X(w)dw:W:w/é(w)dw.
—00 —00 —0o0
Daraus ergibt sich die F-Korrespondenz der Sprung- bzw. Heaviside*-Funktion zu
1, t>0 1
(3.30) o(t) == ore — +7i(w)
0, t<0 Jw

4OLIvER HEAVISIDE (1850-1925) war ein englischer Elektroingenieur, der sich insbesondere auf dem
Gebiet der Operatoren-Analysis (— Kap.4) und ihrer Anwendung auf elektrotechnische Probleme
Verdienste erworben hat.
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40 3 Fourier-Transformation nichtperiodischer Zeitsignale

Die Mittelwerteigenschaft bei t = 0 ist wegen

[

1
Jw '

1 o
=0, (— Bsp.3.4), Dy / mo(w) dw = 5
T

—00

Fiir die Fourier-Transformation (wie auch fir die anderen Transformationen) kénnen
zahlreiche Rechenregeln zur Anpassung der in Tabellen zusammengefafiten Grund-
typen von Korrespondenzen auf eigene Probleme angegeben werden. Sie folgen meist
unmittelbar aus (3.15) und (3.16). Stellvertretend sollen hier nur drei dieser Regeln
behandelt werden.

a) Ahnlichkeit, Streckung
Aus (3.15) folgt mit 7 = ct und Q = £ fiir ¢ > 0

/ z(T)e ¥ dt = — / (1) e 7V dr = ZX(Q).
c c
Fir ¢ < 0 und 7 = —|c|t gilt
T=—00 0
_L / z(r)e Y dr = 1 / z(r)e Y dr = iX(Q)
< J ) &

Die F-Korrespondenz zur Streckung bzw. Ahnlichkeit lautet somit:

1
(3.31) z(ct)oZe HX(%) . c#0
Beispiel 3.11 Mit ¢ = 2 folgt aus (3.18)
1, |t <i, w
3.32 n(2t) = oZe si(—> .
332 20 {0, [t > 3, 2
In den Abbn. 3.18 und 3.19 sind die Originalfunktionen aus Bsp.3.5 gestrichelt
dargestellt.
P 1 i
-1 -05 0.5 1
Abb. 3.18: Zeitfunktionen Abb. 3.19: Spektraldichten
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3.2 Fourier-Transformation 41

Bedeutung: Dem Beispiel kann man entnehmen, daf} eine Halbierung der Im-
pulsdauer zu einer Verdoppelung der Bandbreite fiihrt. Das Zeitgesetz der
Nachrichtentechnik lautet somit: Fiir ein gegebenes Signal ist das Produkt
aus Ubertragungszeit und Bandbreite immer konstant.

Man kann z.B. ein Signal auf ein Tonband aufnehmen und anschliefend doppelt
so schnell abspielen. Dabei halbiert sich die Ubertragungszeit. Die Bandbreite
verdoppelt sich aber, weil nun alle Frequenzen mit einem Faktor 2 multipliziert
werden.

Verschiebung im Zeitbereich

Mit 7 =t — tg, eingesetzt in (3.15), folgt

/ z(t —tg)e ¥ dt = / a(7)e 10T H0) g = e7I X ().

— 00 —00

Die F-Korrespondenz ist somit

(3.33) z(t —tg)oLe e X (w), tyeR

Beispiel 3.12 Der um % nach rechts verschobene Rechteckimpuls aus Bsp.3.5 mit
der Impulsdauer T hat die F-Korrespondenz

2/ T L |t-31<3, et (T
(3.34) H[T (t - 5)] = 0 T oLeTe ]“’281(5@)) .
, lt=31> 5,

Bedeutung: Durch die Zeitverschiebung eines Signals um eine Laufzeit tg kommt
es zu einer Multiplikation mit dem ,Laufzeitfaktor® e 7¥%_  Dieser Faktor ent-
spricht der Ubertragungsfunktion (— Kap.4) einer idealen Leitung mit der Lauf-
zeit tg.

Verschiebung im Frequenzbereich

Die Verschiebung im Frequenzbereich ergibt

(3.35) Il (t)oLe X(w—wp), wy€R

Beispiel 3.13 Die zweiseitig lineare geddmpfte Schwingung
1 . .
z(t) = el cos(wot) = 56_5“‘ (e]“’ot + e_jwot) , €>0,

ist eine mit e¢I!l amplitudenmodulierte Cosinus-Schwingung (— Abb.3.20). Ihre
Spektralfunktion folgt aus Bsp.3.7 mit (3.35) zu (— Abb.3.21)

X (w) 1 2e n 1 2e € n €
w) == - = .
262+ (w—wp)? 22+ (wHwp)? 24 (w—wo)? 2+ (w+wp)?
o~
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42 3 Fourier-Transformation nichtperiodischer Zeitsignale

~10 —5\/ \/5 10
0.2 -2 2

Abb. 3.20: z(t) fir e = 0.5, wp =27 Abb. 3.21: X (w) fir e = 0.5, wp = 27

Beispiel 3.14 Mit (3.35) und (3.29) ergibt sich fir den Sinus

sin(wot) = 2i (ej”‘)t — e*jwot) oZe 2i [270(w — wp) — 270 (w + wp)]
J J

= jm [6(w 4+ wo) — 0(w — wp)]

und fir den Cosinus

(ejwot - e’jwot) o*e m[d(w +wo) + 6(w — wo)].

N

cos(wpt) =

(3.36) cc')s(wot) oLe 7T [6(w + wo) + §(w — wo)]
sin(wpt) oFe jm[d(w+ wo) — d(w — wp)]

3.2.1 Konvergenz und Eindeutigkeit der F-Transformation

In den vorhergehenden Betrachtungen wurde durch die Wahl der Zeitfuntionen Kon-
vergenz und Umkehrbarkeit der Transformationen gewéhrleistet. Die Korrespondenzen
fiir konstante Zeitsignale (— (3.29), (3.30)) ergaben sich jeweils durch Grenziibergén-
ge, die Mittelwerteigenschaft wurde durch Riicktransformationen aus dem Bild- in den
Zeitbereich bestimmt.

Ohne Beweis sollen nun noch die notwendigen Bedingungen fiir Konvergenz und
Umkehrbarkeit der F-Transformation zusammengefaflt werden.
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3.2 Fourier-Transformation 43
Die Funktion z : R — C muf
B1: absolut integrierbar sein,
[e.e]
/ ()] dt < oo,
—0o0
woraus die Parseval-Plancherel-Gleichung (Energiegleichung)
1 o o0
o [ X@Pdo= [ lo@)Pa
—0o0 —00
folgt,
B2: sie muf} in jedem Intervall stiickweise differenzierbar sein und es
muf die
B3: Mittelwerteigenschaft
1
z(t) = 5 [e(+t) — 2(=1)]
fiir alle t € R erfiillt sein.
-
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4 Laplace-Transformation

Die F-Transformation der Funktion e~z (t), z(t) = 0 fiir ¢ < 0, ist

[ e (ean) di= [ e att) dt = Fw) = X+ jo).

Setzt man s := « + jw, so erhilt man die Laplace!-Transformation

(4.1) X(s) = / e~Sta(t) dt
0

Fiir die F-Riicktransformation gilt

oo oo
1 . 1 .
e Yy(t) = Dy / UNE (W) dw = Dy / X (a + jw) dw.
T ™
—0oQ

—0o0

Substituiert man wieder s = a 4 jw, so folgt mit ds = jdw die Riicktransformation

U T ani
(4.2) z(t) = — / eI (o + jw) dw = —— /eStX(s) ds
27 j2m

Der Integrationsweg c ist eine Gerade, die parallel zur ima-
gindren Achse der s-Ebene verlauft (— Abb.4.1). X(s) ist,
bis auf endlich viele isolierte Singularititen s, sa, . . ., Sy mit
Re{s,} < ag, in dem schraffierten Gebiet unabhéngig von
a analytisch. Das uneigentliche Integral (4.2) kann daher - =
fiir t > 0 mit der Residuenmethode (— Kap. 3.1.3, S.29) QO
berechnet werden.

Abbildung 4.1

(4.3) 2(t) = Y Res (e X(s),5,), Re{su} <ag
pn=1

'PIERRE SIMON MARQUIS DE LAPLACE (1749-1827) war Professor fiir Mathematik in Paris. Seine
wissenschaftlichen Arbeiten umfafiten die Gebiete der Potentialtheorie, Raummechanik, Astronomie
und der Wahrscheinlichkeitsrechnung. NAPOLEON BONAPARTE war ein Jahr lang sein Schiiler.
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46 4 |aplace-Transformation

Wie bei der F-Transformation gibt die L-Korrespondenz

(4.4) 2(t) oo X(5)]

die Beziehung zwischen Zeitfunktion und Bildbereich wieder.

Beispiel 4.1 Fir die Sprungfunktion (— (3.30)) gilt mit (4.1) und o> 0

o0
/e_St dt =
0

Die L-Korrespondenz der Sprungfunktion ist somit

1, t>0 1
(4.5) o(t) = oLte —
0, t<0 s

Die Konvergenzabszisse ist ag = 0, da s = 0 ein Pol von X (s) ist. Fir a > 0 ergibt die
Riicktransformation mit (4.2) und den Ergebnissen aus Bsp.3.6

, o L, t>0,
ejwt 1 e]wt
(4.6) /— — — dw=¢" —/ —dw| = %, t=0,
j2m 27T a4+ jw j2T w—jo
o o 0, t<O.

Die L-Transformation ist eindeutig und umkehrbar fiir Funktionen x(¢) mit hochstens
exponentiellem Wachstum,

lz(t)) < M -eM, M,k eR,
da fir sie

| / 2(t)e" di| < / l2(6) e | dt < M- / eh=a)t gy — [—.e@a)t] - Y
/ / / k—a o a—k

fiir o > k erfiillt ist. Die Funktionen ¢, cosh(t), e sind demnach L-transformierbar,
t=1, et” dagegen nicht. Die Voraussetzungen fiir die Existenz und Eindeutigkeit der
L-Transformation sind jedoch nur hinreichend, nicht notwendig. Es gibt durchaus L-
transformierbare Funktionen, die sie nicht erfillen.

Wird der Grad des p-ten Poles der rationalen Funktion X (s) durch v, angegeben, so
gilt fiir einfache Pole v, = 1 und die Riicktransformation in den Zeitbereich erfolgt mit
(4.3) und (3.5) durch

(4.7) i { SEX (s5)(s — su)}

Haben die Pole den Grad vy, > 1, so folgt mit (4.3) und (3.4)

s—+sy

(48) Z [ TR e (X )t - sw)]

s—sp

P~ @LL © Dr. Leibner



4 |aplace-Transformation 47

Beispiel 4.2 Die Riicktransformation von

1

==

ergibt mit (4.8)

1 av! 1
t = I st — tl/*l Sut t
z(t) [@—1ﬂ@v161% wont ¢ 10
S—sy

Die L-Korrespondenz ist damit

1 1
4.9 trlento L e ——— >0
(4.9) - (s —sp)”
Firv =1 folgt daraus
1
(4.10) el oL e , t>0
5— 5y

und fiir s, = 0 wieder (4.5).

Beispiel 4.3 Aus (4.10) folgen die L-Korrespondenzen der Cosinus- und Sinusschwin-
gungen zu

1/ . , 1 1 1 S
)= = Jwot —jwot oL e = |: ] =
cos(wot) 2 (e te ) 2 s — jwo + 5+ jwo s2 +wd
und
1 . . 1 1 1
sin(wot) = — (eﬂwot - e_Jth) oLte — { — — . ] = _w 5
27 2j s —jwyg s+ Jwo $2 4+ wp
. S
COS((A)Ot) o—e m
(4.11) 0
. . wo
Sln(u)(]t) o—e m
0

Beispiel 4.4 Mit (3.27) ergeben sich fir den Dirac-Impuls die L-Korrespondenzen

(4.12) §(t —tg) oL-e e 510

und

(4.13) i(t)o~te 1

© Dr. Leibner P~ @LL



48 4 |aplace-Transformation

4.1 Partialbruchzerlegung

Zerlegt man eine rationale Funktion in Partialbriiche, so kann die korrespondierende
Zeitfunktion sehr einfach mit Hilfe von Tabellen (— Tab.4.1) bestimmt werden.

Hat die Funktion X (s) m Polstellen, wobei der 1-te Pol die Ordnung v habe und die
restlichen von der Ordnung 1 seien, so folgt fiir ihre Partialbruchzerlegung

Aq A Ui
X(s) = + o
() (s—s1) (s—s1)2 (s —51)Y u=§u:+1 (s — 5#)

Multipliziert man beide Seiten mit (s — s1)”, so erhilt man

f(s) = (s—51)"X(s) = Ay +Ap_1(s—s1)+ -+ A1(s—51)"" +(s—s51)" i (sih; )’
p=v+1 H

Taylorpolynom?

Das (v —1)-te Taylorpolynom 7,_1(s,s1) einer (v—1)-mal komplex differenzierbaren
Funktion f:I — C lautet fiir einen Entwicklungspunkt s; € 1

/ " (v-1)
Ty—l(S,Sl) = f(81) + @(3—31) + %(3_31)2_’_. . ._,_f(TS;)(S_SI)ul_
AV Ay—l Al/—2 T

Aus dem Koeffizientenvergleich folgen die Berechnungsvorschriften fiir die Koeffizienten
der Partialbruchzerlegung (— S.29):

(4.14)

v—1
o (X () - sn”)]

(v—1)!

S$—S1

Fiir die Koeflizienten A, der restlichen y1 = v 4 1,...,m einfachen Pole gilt

(4.15) Ap = [X(5)(s = 5]y,

Beispiel 4.5

553 —6s—3 Ay Az A B, _ B
S3(s+1)2 s 82 s (s+1) (s+1)2

X(s) =

'BROOK TAYLOR (1685-1731), englischer Mathematiker, fithrte die nach ihm benannte Formel zur
Potenzreihenentwicklung einer Funktion fiir eine reelle Variable ein.
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4.2 Rechenregeln 49

Die Koeffizienten folgen mit (4.14) zu

5s3 — 6s — 3

Az = [X(S)83:| = e ] 0:—3

s—0 o

d = [ o] =R -
e 1 I e
A e e
mo= gt =[] =

Die Riicktransformation erfolgt mit (4.9) fir jeden Partialbruch einzeln:

3 3 3 2 3, .,
S e£03— 212 3e7t 4o
s 83 s—|—1+(5—|—1)2 2 ¢ et

4.2 Rechenregeln

Der entscheidende Vorteil der L-Transformation liegt in einer Reihe von einfachen Re-
geln. Hat man eine Tabelle der wichtigsten L-Korrespondenzen (— Tab.4.1), so mu$ in
keinem der in der Praxis vorkommenden Fille (4.1) explizit berechnet werden.

a) Linearitat
(4.16) az(t) + by(t) oo aX(s) + bY (s)]

Das Superpositionsprinzip iibertragt sich in den Bildbereich (— Bsp.4.5).
b) Rechtsverschiebung

o¢] T %)
z(t—ty) ote /x(t —to)e St dt = / x(T)efs(Hto) dr
0 —to

(4.17) z(t —tg) oLe e ¥0X(s), tH>0

Beispiel 4.6 Mit der Sprungfunktion (4.5) wird der FEinschaltzeitpunkt an der
Stelle t = 0 festgelegt. Die um ty nach rechts verschobene Sprungfunktion o(t—tg)
beschreibt somit einen um ty verzégerten Vorgang mit der Einschaltzeit tg.
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50 4 |aplace-Transformation
(t)
Damit konnen mit der Sprungfunktion z.B. Rechteck-
schwingungen dargestellt werden. Fir einen Rechteck- 1
impuls der Dauer ty und Amplitude 1 (— Abb.4.2)
folgt z.B. to t
Abb. 4.2: Rechteckimpuls
L, 0<t<to, 1 e st 1 —e st
z(t) =o(t)—o(t—ty) = oLfe—— = ,  to>0.
(1) = o(t)—o(t—to) {07 ot - o
Beispiel 4.7 Eine Periode (— Abb.4.3, fett hervorgehoben) der fiir
t > 0 periodischen Rechteckschwin- z(t)
gung mit Periodendauer T und Am- 5 ()
plitude A (— Abb.4.3) wird durch 4
z(t), 0<t<T, | T t
I(t) =
0, t>T, —A
bestimmd. Abb. 4.3: Rechteckpuls
Damit folgt fiir eine beliebige periodische Schwingung x(t) mit Hilfe der geome-
trischen Rethe
z(t) =Y [o(t —kT)i(t —kT)] ote X(s)=X(s)+X(s)e T+
k=0
¥ = —ks X(S)
:X(S)Ze kT — 1 o=oT
k=0
Die L-Korrespondenz periodischer Schwingungen lautet somit
> N X(s)
k=0
Fiir den Rechteckpuls x(t) = Mp(t) gilt dann wegen
- T A 2A A
Z(t) =Np(t) = Ao(t) — 240 (t — 5) +Ao(t—T)o~e — — et 4 ST
S S s
mit (4.18)
T\ 2
A A(l—e*2
)= oo 127 4] ( ( B ) )
sil—e€ s(l—e®2 ) (14+e %2
T
(1=e)
A <1—es%> A (eS% —es%> A (Ts)
= = == = = | = —tanh { —
S \1+e 52 S \eT +e 5% s 4
P~ @LL © Dr. Leibner



4.2 Rechenregeln 51

(4.19) Mp(t)oLe — ?tanh (7;8)

Beispiel 4.8 Fir den einweg-gleichgerichteten Sinus (— Abb.4.4) gilt

Ze(t) = o(t) sin(wot) + o (t - %) sin [wg <t — g)} , 0<t<T

und mit (4.11) bzw. (4.17)

c o X wo woe™*3  Wo (675% + 1)
s (4 _ _
LUe( )O ° 5(5) 32—|—w(2) + 82—|—w(2) 32—|—w3
Daraus folgt mit (4.18)
wo ([1+e %2
Xe(s) ( ) - ull
(s2 +wd) (1—678?) (14—6752) (82 +wd) (1—6757)
wo
(4.20) ze(t) 0~-o
‘ (82 + w?d) (1—6782)
Te (1) z(t)
1 1
I ' '/\ -1 L E— > 1
T
L7 r 7
Abb. 4.4: Einweggleichrichtung Abb. 4.5: Zweiweggleichrichtung

Beispiel 4.9 Der zweiweg-gleichgerichtete Sinus (— Abb.4.5) folgt direkt aus dem
einweg-gleichgerichteten (— Abb.4.4) zu

z(t) = o(t)ze(t) + o (t - g) Te <t - %) , t>0.

Dies ergibt mit (4.20)

w woe 3 w 1-1—673%
X(S) = 0 7~ T 0 TN 0 2( T)
(82 + wj) (1 —e %2 7
e

oL T
wo T 4e 74 wo Ts
= - 5 = 7| = 5 cosh [ — ).
s2t+wi \e’T — =57 5% + wj 4

(4.21) (1) ote 570 cosh (E)
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52 4 |aplace-Transformation

¢) Modulation, Dadmpfung

o0 o0

ez (t) oLe /esotx(t)efst dt = /x(t)ef(sfso)t dt = X (s — sp)
0 0
(4.22) ez (t) oLe X (s — s0)
Fiir die Dampfung gilt:
(4.23) e z(t)oLte X(s+a), a>0
Beispiel 4.10 Mit (4.11) folgt fiir die gedimpften Cosinus- und Sinusschwingun-
gen
_at s+ a
e @ COS(UJOt) o£-e m,
(4.24) "
—at - 0
e @ sm(wot) oLe m, a>0
d) Differentiation
o o o0
o
z(t) ot-e /x(t) e dt = [uv] — /uv' dt = {x(t)e_ﬂ —i—s/x(t)e‘“ dt
— 0
0 u/ v 0 0

= —2(+0) + sX(s); mit 20 (+0) := 2(+0)

i(t) ote /i(t)e*st dt = —i(+40) +s/g‘c(t)e*st dt
0 0

—&(+0) + s[—z(+0) + sX (s)]
= $%X(s) — sz(+0) — &(+0); und 2N (40) := i(+0)

Damit ergibt sich folgende Rekursion:

d"xz(t)
dtn

n—1
oLes"X(s)— ) W) (40)sm V1
v=0

(4.25)

Fiir die Differentiation im Spektralbereich gilt:

an(S) T dn —S8 T nyn —S8
— 2 [ (s de = / (=)™t (t)] e dt
0 0

nX
(4.26) PX(5) o £ (C1ynenge)

ds™
Beispiel 4.11 Die Differentiation der Sprungfunktion (4.5) ergibt wegen
o(+0) =1

1
o(t) =00~ s-g—a(—i—O):O, t > 0.
P~ @LL © Dr. Leibner
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e) Integration

0
= ;X(s)
t 1
(4.27) / #(7)d7 o020 X (s)
7=0

Differentiation und Integration im Zeitbereich fiihren zu algebraischen Ope-
rationen im Bildbereich. Hierin liegt die wesentliche Bedeutung der L-
Transformation fiir das Lésen von DGLn.

Beispiel 4.12

AT
Die Integration von (4.19) ergibt (— Abb.4.6) QM
‘ t
2

¢
A T
(4.28) /I_Ip(T) dro*-e S—Qtanh(f) _%

Abb. 4.6: Dreieckpuls

f) Endwertsatz (Pole diirfen nur in der linken Halbebene und auf der imaginiren
Achse auftreten)

lim [/a’v(t) e st dt] = x(+00) — z(+0)

s—0 ~~
0 1

= lim [sX(s) — z(40)] = ll_r{(l) sX(s) — x(+0)

s—0
d)
(4.29) z(+00) = lgrg) sX(s)
Beispiel 4.13
© Dr. Leibner P~ @LL



54 4 |aplace-Transformation

55+ 3

X(s) = s(s+1)

Lo z(t)=3+2" limz(t)=3
t—ro0

Der Endwertsatz liefert fiir t — oo ebenfalls

x(+00) = lim s X (s) = 3.

s—0

g) Anfangswertsatz (x(t) darf in ¢ = 0 hochstens einen endlichen Sprung haben)

lim a(t) e dt] =0= lim [sX(s) — z(40)]
/

§—00
d)

(4.30) z(+0) = lim sX(s)

Beide Grenzwertsétze gelten nur unter der Bedingung, dafl tatsidchlich ein Grenz-
wert im Zeitbereich existiert.

Beispiel 4.14

2(8 + 1) —t .
m .LO 2e COS(2t), 11:51'(1) ﬂj(t) =2

X(s) =

Mit dem Anfangswertsatz folgt

_ o 2s(s+1) , 242
T(0) = Jim o X(s) = o ey ~ Ty T 2
h) Faltung
o oo
X1(s)Xa(s) = /a:l(v)e_sv dv/xg(T)e T dr
0 0

=0 Lt=r
= 7 { /t x1(t — 7)xa(T) dT] e Stdt
t=0 Lr=0

t
Fir das Integral [ x1(t — 7)a2(7) dr wird symbolisch z1(t) * z2(t) geschrieben,

=0

x1(t — 7)xo(7) dT = 21 (L) * 22(1).

L ~—-
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Die L-Korrespondenz der Faltung ist damit:

(4.31) |21(t) = 22(t) oL@ X1(5)Xa(s)]

Daf} die Integrationsreihenfolge bei der Faltung ver- t
tauscht werden kann, wird durch Abb47 deutlich.

Beide Variablen iiberstreichen bei der Integration
die Flache oberhalb der Winkelhalbierenden. Wird
zuerst das Integral von ¢ = 7 bis unendlich aus-
gewertet, so erfolgt die Integration iiber den senk-
rechten Weg und durch 7 = 0 bis unendlich {iber ;

die gesamte Flache oberhalb der Winkelhalbieren- T
den. Durch die Vertauschung der Reihenfolge wird T=1

zuerst von 7 = 0 bis ¢t waagrecht und anschlieflend Abb. 4.7: Faltung
von t = 0 bis unendlich iber dieselbe Fliache wie

vorher integriert.

Beispiel 4.15 Die Deltafunktion ist das Finselement der Faltung:

x(t) * §(t) oo X(s) &0 x(t)

(t) g(t) y(t)
[ 1
X(s) G(s) Y(s)
Abb. 4.8: LTI-System

Lineare zeitinvariante Systeme (LTI-Sys-
teme) werden durch Ubertragungsfunktio-
nen G(s) beschrieben (— Abb.4.8).

Der Zusammenhang zwischen dem Eingangs- und Ausgangssignal lautet damit
Y(s) = G(s) - X(s) @£0 y(t) = g(t) * z(t).

Dabei wird ¢(¢) als Impulsantwort bezeichnet, da

(4.32) Y(s) =G(s) - 1e£0 y(t) = g(t) = 6(t) = g(t)

ist. Die Beziehung zwischen x und y wird durch eine lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten beschrieben:

any™ + an_1y ™D 4t a4 agy =bma™ + b1 4 byd o by
Fiir alle Anfangswerte
Y(+0) = §(40) = - - = y " ID(40) = 2(40) = &(4+0) = --- = 2™ D(40) = 0
folgt daraus mit (4.25) die Ubertragungsfunktion

Y b s™ + by 1s™ T b b
(4.33) Gls) = ) _ b A by S A bis b
X(s) anS" + ap_15" L+ -+ a5+ ag
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56 4 |aplace-Transformation

Beispiel 4.16 Fiir die Ubertragungsfunktion

2
(s2+s+1)(s+1)

G(s) =

soll die Impulsantwort bestimmt werden. Mit den Nullstellen

s1=-1, 32:_%+ .g’ 83:_%_]\/75:85
des Nenners folgt
1 2
Ie —
(s) (s — (=1)) {S_(_%_Fj%\/g)} {S—(_%_j%\/g)}

A Ay As
s—8 S—8 S—s5

Die Koeffizienten der Partialbruchzerleqgung berechnen sich mit (4.15) zu

—2
A=l V66 = || = V2
—V2
Ay = (s SQ)G(S)]S—WQ_ (5+1) {3<%j%\/§)}ls_>52
B —2 _ —2
(A1) [ShibvE+ L +ivE] (B+53vE)0V3
—V2

- T T

Fiir den komplexen Nenner von As gilt

1 1 9 3 3 5)
§j\/§—§3: Z+*-6Xp [jarctan(f;)]:ﬁ-exp(jér).

Damit folgt fiir Ay mit exp(jm)) = —1

A ——\/? ex <—'5—7T)— g ex (.ﬂ__,5_7r)_ g ex (E)
2= 3 p\—J 6 ) V3 b\J J 6 )" \V3 pPlJ 5
und fiir As
* 2 LT %
Ay = (s — SQ)G(S)]S%S; =3 exp ~ig)= AL
Die gliedweise Riicktransformation der Partialbruchzerlequng liefert mit (4.10)

G(s) 8£0 g(t) = —V2e ! + Age®2t + Abe2t,
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bzw. (— Abb.4.9)

gt) = —V2e P+ \/z - exp (—;) lexp <j\é§t + g) + exp (—j\/ft + g)

a
2 3
— —\/56"54—2\/; exp[(——) t]cos[gt—i- % ]
~~ <~~~
| Ag| w2 arcAs
9(t)
/\ t
) 10 15 20
—1

Abb. 4.9: Impulsantwort

Aus dem Beispiel folgt die allgemeine L-Korrespondenz fiir konjugiert-komplexe Polstel-
lenpaare:

A A*
(4.34) —+ —— o-£0 2| Al cos(w,t+arcA), t > 0
s—(ap+jwu)  s—(au—jwy)
Sp s;

Beispiel 4.17 Zur Berechnung von (1.14) aus Bsp.1.1 gilt wegen i(+0) = uc(+0) =
u(40) = 0 mit (4.25) und (4.11)

duc(t di(t
i(t)=C “Cft( ) ot o I(s) = sCU(s), up(t) =L Zd(t) oL e Up(s) = sLI(s),
Us
Mit den Werten von Seite 6 folgt dann
2

1) = e sss 1)

Die Nullstellen des Nenners sind

S1 = .72, So = ST, S3 = —0.5 —|—]05\/§’ S4 = S:f,).
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Die Partialbruchzerlequng lautet damit

52 A Ay
(s2+4)(s2+s+1) s—s s—sf s—s3 s—s5

I(s) =

Fiir Ay ergibt sich mit (4.15)

82

: 1 _ 1673'0.98
(s+72)(s>+s+1)

T 2+43 Vi3

A = [(8 — 31)1(3)]3HS1 -

S—S1

und fir As

Ag = [(5 — 53)1(5)]s—>83 =

s° 1 _ Lejzs(a
(2 +4)(s = (0.5 - j0.5v3)) |, . V39 ‘

Mit (4.34) folgt dann fiir den Strom

cos(2t — 0.98) +

2 V3
—e cos| —t+2.86 ] .
V39 ( 2

Der Spannungsabfall am Kondensator wird durch Integration bestimmt:

t ¢ /3
/1(7') dr = / s(21 —0.98) dr + — / Zcos| =7 +2.86 | dr
0 0 V39 2

T/2

Die Integration liefert (zweimalige partielle Integration mit v = e~ 7/# des zweiten In-

tegrals)

1 1 V3
t) = —=sin(2t—0.98) — ——=e /*cos| ~-~t + 2.86
uc(t) \/ﬁsm( ) \/Ee cos( 5
1
+\/—1_3@*t/2 s1n<\é§t +2. 86)
+ 5 in(0.98) + —— cos(2.86) — —— sin(2.86)
in(0. — .86) — in(2.86) .
V13 V39 V13
0
Beispiel 4.18 Fiir einen Serienschwingkreis (— Abb.4.10)
i(t)y R L Y
e’ E YY) 1 'e)
u(t)
Abb. 4.10
ergibt (4.5) fir u(t) = o(t)
1
=4 sD)(s) = -
(R+ — +sL)I(s) = -
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Daraus folgt fiir den Strom

1/L
s2 + SE//E-F 1/(LC)

2y wg

I(s) =

mit den Nullstellen des Nenners

s1=—v+\/V2—wd und sy=-—y— /72— wp.

Fiir s1 # s9 gilt

1/L A A
o)=Y A A
(s—s1)(s—s2) s—81 §— 89
Mit
A . i A -
1= un 9=
204/ — wp 2L\ /2 — w?
folgt
(4.35) i = — <et\/72—w3 _ 6—t\/w2—w3> > wo
2L4/72 — wd
bzw.

et
4.36 (t) = ———sin( ¢ 2—2>, <
(4.36) i(t) : 7Qsm( V2 =2, v < w

Fiir s; = s9g = —y gilt

und mit Ay =0, Ap =1/L

1/L
1) = o
Mit (4.9) folgt
(4.37) i) = %e—vt, = wo

Zahlenbeispiel: L = 100mH, C = 100uF, R variabel.
Mit der Definition der Giite
Qi=3°
=2,

und der Resonanzfrequenz

1
=1/ — = 100v/10 = 316.2285
wo \/LC 00v/10 = 316.228s

erhdlt man vier unterschiedliche Lisungen.

(4.36): v =0, R=0, Q — 0o (— Abb.4.11)
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60 4 |aplace-Transformation

(4.36): v=239.53, R="7.90, Q =4 (— Abb.4.12)

i(t) i(t)

A A,
STV i

Abb. 4.11 Abb. 4.12

(4.37): v =wp, R=163.25Q, Q = 0.5 (— Abb.4.13)

(4.35): v =10wo, R = 632.59, Q = 0.05 (— Abb.4.14)

i(t) i(t)

0.1 0.1
Abb. 4.13 Abb. 4.14

Tabelle 4.1: Wichtige L-Korrespondenzen

(t), t>0 X(s)
a(t) 1
o(t) 1/s
tl/*l sot 1
— N —
(1/—1)!6 Ve (s — s0)¥
. wo
sin(wot) —-—
s2 +wd
cos(wot) S
s? +wd
A A*
2| Ale®t cos(w,t + arcA) - _
§— (au "‘J‘*ﬁt) s = (au - ]Wu)
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4.3 Verallgemeinerte Differentiation 61

4.3 Verallgemeinerte Differentiation

Wie man dem Bsp.4.11 entnehmen kann, gilt fiir die Differentiation der Sprungfunktion
o(t)y=0 fir ¢>0.

Andererseits ist aber wegen (4.27)
/ 1
/5(7) drote — 1et0a(t)
0

und damit .
/ 5(7) dr = o(1).
0

Dies fiihrt zur Definition einer verallgemeinerten Differentiation:
Do(t) :=6(t)
Allgemein gilt damit fiir eine Unstetigkeit in ¢g
Dz (t) = @(t) + [z(to + 0) — z(to — 0)] 6(¢ — to).
Fiir tg = 0 ergibt dies im Zeitbereich
Dx(t) = @(t) + [x(+0) — z(—=0)] 6(¢)
und im Bildbereich
Dx(t)o~e sX(s) — x(+0) + [x(4+0) — 2(—0)] = sX (s) — z(-0).

Die L-Korrespondenz der verallgemeinerten Differentiation lautet somit

(4.38) | Da(t) oo sX(5) — 2(-0)]|

Bei der verallgemeinerten Differentiation mufl folglich der linksseitige Grenzwert der
Zeitfunktion an der Sprungstelle genommen werden.

Beispiel 4.19 Fir die Sprungfunktion folgt damit wegen o(—0) =0
1
Do(t)o~e s- B —0=1e%0§(t).

Beispiel 4.20 Abb.4.15 zeigt die Anwendung auf eine Rechteckfunktion.

z(t) Dx(t)
) ) 26(t—2)
1 1490 o(t—4)
4 1 3 I
0 t ' ¢
12 l 2 4
-1 -1
—5(t—1)
—24
—3] —36(t—3)

Abbildung 4.15
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5 Diskrete Fourier-Transformation

Die Fourier-Reihe kontinuierlicher periodischer Signale lautet (— (2.5))

o
Y O,

S§=—00

Die Koeffizienten Cs des Amplitudenlinienspektrums bilden eine nichtperiodische dis-
krete Nullfolge. Wird z,(t) im Abstand At abgetastet, so erhélt man die diskrete
Signalfolge

B (A = 3 s,

S=—00

1
Mit der Grundfrequenz fo = =, N Abtastwerten in einer Periode, T' = NAt und

T’
27
=== 1
Wo =T = At folgt (— Abb.5.1)
p(VAL) Z Cs evs FATA Z C’el’sﬂir =:z(v).
(t)
(N —1)
(0) Y ‘
o At T = NAt
. w?
Abbildung 5.1 e w
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird w := N .
gesetzt: w
ad wd =1
(5.1) z(v) = Z Csw”?
§=—00 w? w7
w ist die erste N-te Einheitswurzel # 1 (— wb
Abb.5.2). Fiir sie gilt w™ = 1 und w’GHN) =
w”?, k€ Z.
Abb. 5.2: 8-te Einheitswurzeln
Damit folgt fiir (5.1)
z(v) = (++C_Ny+Co+Cn+ )’
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64 5 Diskrete Fourier-Transformation

+(-+C1_N+C1+Cigny + )" + - -
_|_(..._|_CS_N_|_CS_|_CS+N_|_...)w”3_|_...
(- + O +Cnoy + Cong + - YD
N-1 )

z(v) = Xsw”?, Xs= Z Cs+kN-
5=0 k=—00

Die Uberlagerung entspricht einer periodischen Fortsetzung des Amplitudenlinien-
spektrums (— Abb.5.3) mit der Periode Aw := Nwy.

e
c; G5! LGy oy
N 1 1 N w
wo
Xo

X1 x, X3

2
T I O T O O S o I A e
‘ Aw
Abbildung 5.3: Koeffizienteniiberlagerung fiir N = 4
Fiir die Werte x(0),...,2(N — 1) einer Periode ergeben sich N Summen. Diese konnen

zu einem linearen Gleichungssystem zusammengefaflt werden:

z(0) 1 1 1 . 1 X,
$(1) 1 w fw2 ,wN—l )(1
z(N —1) 1 wN-1 =12 o (N1 S x

xr FN X

Die inverse diskrete Fourier-Transformation (IDFT) in Vektorform ist damit

(5.3) IDFT: o =FyX|

Bezeichnet E die N x N-Einheitsmatrix und F'3 die konjugiert-komplexe Matrix F'py,
so gilt
(5.4) FyFy =NEy.

Beweis: Das Element in der (v + 1)-ten Zeile und (s + 1)-ten Spalte des Produkts ist
N—1 N-1 -
ST wFwhe = N ok = { N, v=s
part par 0, v#s.

Fiir v = s ist jeder der N Summanden 1, fiir v # s ist z := w”~® eine von 1 verschiedene
N-te Einheitswurzel (2 =1, 2z # 1) und damit (— endliche geometrische Reihe)

_ 1—2N
SN-1

l+z+2° 4+ — =0 0
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5 Diskrete Fourier-Transformation 65

Wegen (5.4) folgt fiir die diskrete Fourier-Transformation (DFT)

1
(5.5) DFT: X = NF}kVQZ

(5.3) und (5.5) beschreiben eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung.

N-1
1 _
DFT: X, = N;::Ox(u)w Vg =0,1,2,...,N—1
(5.6) N_1
IDFT: z(v) = Y X", v=0,1,2,...,N -1
s=0

Beispiel 5.1 Fiir die Rechteckschwingung aus Bsp.2.2 mit T = 27, to = § folgt fiir
N =8, At =n/4, x =(1,1,0,0,0,0,1,1)T (= Abb.5.4), A, = X+ X firs=1,...,7
und AO = Xo,

{]10, . /17} = {0.5,0.603553, 0, —0.103553, 0, —0.103553, 0, 0.603553 }.
Die entsprechenden Koeffizienten der Fourier-Reihe sind zum Vergleich
{4y, ..., A7} ={0.5,0.63662,0,—0.212207,0,0.127324, 0, —0.0909457 }.

Zwischen As und A tritt offensichtlich eine erhebliche Diskrepanz auf.

lo—o *—o—
* o0 3
—x =, 3 2 T 3 2n
Abb. 5.4: z(t), N =8 Abb. 5.5: z9(t), N =19

Die Koeffizienteniiberlagerung tritt nicht auf, wenn man vor der Abtastung das Signal
bandbegrenzt (— Abb.5.6),

Tn(v) = Z Csw”®, Cs =0 fir|s| >n

= .
und N so wahlt, dafi (— Abb.5.7) « CF Cq
Sl @
1 1
Aw > wg:=(2n+ 1wy E Wy v
Nwy > (2n+ 1)wy
N > 2n+1 Abb. 5.6: n =2, w, = (2n 4+ 1)wy = 5w
erfillt ist.
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66 5 Diskrete Fourier-Transformation

Co

A I Y IR I I v o I
Aw

Abb. 5.7 n =2 Aw=wy, N=2n+1=5
Die Rechteckschwingung wird auf wg = (2-9+1) -1 = 19 bandbegrenzt (— Abb.5.5).

Es folgt dann mit N = 19, At:%, AS:XS—i—X;“ firs=1,...,9 und Ag = X,

N

{Ag,..., Ag} = {Ao,...,Ag}
= {0.5,0.63662,0, —0.212207,0,0.127324, 0, —0.0909457, 0,0.0707355}.
Die tberlagerungsfreien Koeffizienten X sind dabei
{Xo,..., X518} = {0.5,0.318309,0,—0.106103,0,0.063661, 0, —0.045472, 0, 0.035367,
0.035367,0,—0.045472, 0, 0.063661, 0, —0.106103, 0, 0.318309}.

Wie das Beispiel zeigt, kann das Signal z(¢) nur dann aus z(v) zuriickgewonnen werden,
wenn es vor der Abtastung bandbegrenzt wurde,

(5.7) (V) = Z Csw”®, Cs =0 fiir |s| > n

S=—n

und das sogenannte Abtasttheorem,

(5.8) N>2m+1

eingehalten wird. Fiir das bandbegrenzte Signal mit
{...,0,C_,,...,C_1,Cp,C1,...,Cpn,0,...}

folgt dann bei exakter Erfiillung von (5.8) wegen

oo
XS = Z Cs+k(2n+1)7 § = 07 ceey 2n7

k=—0o0
{Xo,..., Xon} ={Coy...,Cp, C_p,...,C_1}.
Werden N > 2n + 1 Werte genommen, so gilt

(X0, Xony .} = {Co,..,Cn,0,...,0,Cp, ..., Cq).

Da wegen (5.8) At < i—’gr gewdhlt werden muf}, miissen mit zunehmender Grenzfrequenz
(breitbandige Signale) die Abtastwerte immer enger gesetzt werden, wodurch auch N
und damit die Anzahl der Berechnungsschritte fiir die diskrete Fourier-Transformation
zunehmen.

Um die diskrete Fourier-Transformation auch auf nichtperiodische Zeitsignale z(t)
anwenden zu kénnen, mufl z(¢) = 0 fiir [¢| > T vorausgesetzt und z(t) zu Z(t) periodisch
fortgesetzt werden (— Abb.5.8).
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5 Diskrete Fourier-Transformation 67

x(t)
-1 Y t
_T T
2 2
(t)
—1 P— ] t

Abb. 5.8: Periodische Fortsetzung von z(t) zu Z(t)

Fiir Z(t) kann dann eine Fourier-Reihe angegeben werden,

> ; 2T
(5.9 H)= 3 G =
fiir deren Koeffizienten Cs mit (2.6)
, T/2
(5.10) Cs=7 / x(t)e 750t gt
—T/2
gilt. Fiir z(t) folgt mit (3.15)
T/2
(5.11) X(w) = / 2(t)e 9 dt.
~T/2
Der Vergleich von (5.10) und (5.11) ergibt
1
Cs = TX(SOJ())
Die Fourier-Reihe (5.9) lautet damit
1 & ;
(5.12) ) = > X(swo)el "0t
Tastet man nun Z(¢) im Abstand At = % ab, so folgt
N—1
z(v) = Z Xsw”®  mit
s=0
1 o0
(5.13) Xs== > X (wo(s +kN))
k=—0oc0
und es gilt wieder (5.6).
r. Leibner ~(—
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68 5 Diskrete Fourier-Transformation

Wird z(t) und damit Z(¢) vor dem Abtasten bandbegrenzt,

1 n
In(v) = T Z X (swo)w”®, X (swp) =0 fiir [s| > n

S=—n

und das Abtasttheorem (5.8) eingehalten,
N >2n+1,

dann tritt keine Uberlagerung in (5.13) auf und man erhilt mit X, N Spektralwerte
aus dem kontinuierlichen Spektrum von z(¢) im Abstand wp (— Abbn.5.7 und 5.6).

5.1 Fast Fourier-Transformation (FFT)

Ist N = 2™, so kann der Rechenaufwand zur Berechnung von (5.3) und (5.5) erheb-
lich reduziert werden. Dazu werden die Symmetrien der (N/2%)-ten, & = 1,...,m,
Einheitswurzeln ausgenutzt und die Vektoren x bzw. X geeignet umsortiert.

Zur Veranschaulichung wird diese Vorgehensweise an (5.3) demonstriert. Die Ausgangs-
gleichung ist folglich

N-1
(5.14) z(v) =) w?X,, v=0,12...,N-1

s=0

Im ersten Schritt ist M = N/2. X = (X¢, X1,..., Xny_1)T € CN wird fiir
s=0,1,...,M — 1 wie folgt aufgeteilt

(XO,XQ, . ,ng, ey XQM_Q)T c (CM, (Xl,Xg, . ,X23+1, ey XQM_l)T c CM

und (5.14) entsprechend in zwei Summen aufgespaltet

M-1 M-1
x(V) = Z wV(QS)XQS + Z wy(28+1)X25+1

s=0 5=0
M-1 M-1

= > (W) Xos+w” > (w) X1, v=0,...,N—1.
s=0 s=0

Den Vektor x spaltet man in eine obere und eine untere Hélfte auf:
(z(0),z(1),...,z(M —1)T eCM, (z(M),z(M +1),...,z(N-1)T ecM

Wegen der bereits erwéhnten Symmetrie gilt

w =w'w"” = —w
M-1 M-1
(5.15) z(v) = S (W) Xos+w” Y (W) Xogy1, v=0,...,M—1,
s=0 s=0
—_——
M-1 M-1
(5.16) z(v+ M) = Z (w?)"* X —w” Z (w?)"* X951, v=0,...,M—1
s=0 s=0
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5.1 Fast Fourier-Transformation (FFT) 69

w? = et ist die M-te Einheitswurzel, die Summen in (5.15) und (5.16) sind daher
IDFTs der Lange M:

z(0) Xo X1

x(l) =Fy )(:'2 —i—diag(l,w,...,wM_l)FM X.'g ,
o(M — 1) Xyos Xy

x(M) Xo X
x(M.+ D =Fy X;Z — diag(1, w, ... ,wal)FM ‘X;S
x(N‘— 1) X]\']'_Q X]\',_l

Zur Veranschaulichung der Zerlegung sind Signalfluigraphen iiblich. Abb.5.9 zeigt solch

einen Graphen fiir einen Wert x(v) aus (5.15) und z(v+ M) aus (5.16). |1 |und |2 |sind
die Summen fiir v.

z(v)  =[1]+w2]

x(u—i—M):—w”

Abb. 5.9: SignalfluBgraph fiir (5.15) und (5.16) (0 <v < M —1)
Im zweiten Schritt ist L = M /2 = N/4. Die Koeffizienten X, werden fiir
s =0,...,L —1 nach der gleichen Regel wie oben aufgeteilt:

(Xo, X4,... 7X2(2s)7 . ,X4L74)T € (CL, (XQ, D, T X2(25+1), ce ,X4L72)T S CL,

(X17X5, ce ,X2(25)+1, ce ,X4L73)T S CL, (Xg, D, GO X2(23+1)+17 ey X4L71)T S (CL
Damit folgt fir (5.15)

L-1

L-1
z(v) = Y (W) Xon0 + Y (w?) T Xy
5=0 5=0
L—1 L-1
+w? Z (w2)v(2S)X2(23)+1 4 Z (w2)l/(25+1)X2(2s+1)+1‘| ,
s=0 s=0
L-1 L-1
J}(l/) — Z (’LU4)VSX4S + (’LUQ)V Z (’LU4)VSX4S+2
s=0 s=0
L-1 L-1
(5.17) S lZ(w4)VSX4sH + (w?)” Z(w4)”5X4s+3] . v=0,...,M—1
5=0 s=0
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70 5 Diskrete Fourier-Transformation

und fiir (5.16) auf die gleiche Weise

L-1 L—1
p(v+M) = Y () Xy + (W)Y ()" Xasra
s=0 5=0
L-1 L—-1
(5.18) —w” | Y (W) Xygr + () () Xysys|, v=0,...,M—1.
s=0 s=0
Es gilt
(w2)y+L — —(ZUQ)V.

Damit ergibt eine weitere Aufspaltung von z(v) in (5.17)

L-1 L-1
w(v) = (@ X+ (@?)” Y () X
s=0 s=0
L—1 L—1
(5.19) +w” [Z(u/l)”sX%H + (w2)” Z(w4)”SX4S+3] , v=0,...,L—1,
s=0 s=0
L—1 L—1
zx(v+L) = Z(w4)”sX4s — (w?) Z(w4)”sX4s+2
s=0 s=0
L-1 L-1
(5.20) T [Z(w‘*)”){%+1 — (w?Y Z(w4)VSX4S+3] , v=0,...,L—1.
s=0 s=0

Entsprechend folgt fiir die Aufspaltung von z(v) in (5.18)

L—-1 L—-1
v 42L) = 3 () Xy (@) 3 () X
s=0 s=0
1,1 1,2
L-1 L-1
(521) —w”[Z(w4)”SX4S+1 +(w2)” Z(w4)VSX4s+3], Vv = O, ey L— 1,
s=0 s=0
2,1 2,2
L—-1 L—-1
z(v+3L) = Z(w4)VsX45 — (w?)¥ Z(w4)"sX45+2
5=0 s=0
L—1 L—1
(5.22) —w’ Z(w4)”5X45+1 — (w?)¥ Z(w4)”sX4s+3 , v=0,...,L—1.
s=0 s=0

wt = T ist die L-te Einheitswurzel, die Summen in (5.19)-(5.22) sind folglich IDFTs
der Lénge L.

Abb.5.10 stellt die symbolische Berechnungsvorschrift fiir die momentane Zerlegung dar.
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5.1 Fast Fourier-Transformation (FFT) 71

z(v) . 11|+ w?[1,2 . 11
z(v+ 1) 11| - w?1,2 . — 1,2
w
xz(v+2L) — 12,1+ w?|2,2 . 2,1
w
2v
z(v+3L) —+4 —u[21] - w22 . ~ [2.2

Abb. 5.10: SignalfluBgraph fiir (5.19), (5.20), (5.21), (5.22) (0 <v <L —1)

Beispiel 5.2 Fiir N = 22 = 4 folgt der Ablauf nach Abb.5.11 (w® = 1, w! = j).

x(0) X
z(1) \ :>< XZ
(2)
(3)

KX o
X
./ w[) >< 1
0 X3

Abb. 5.11: Signalflufigraph fir N =4

Beispiel 5.3 Fir N =8 miissen (5.19)-(5.22) nochmals zerlegt werden. Die Reihenfol-

ge der X kann man bereits in der vorherigen Zerlegung fir L =2 ablesen. Mit w’ =1,
V= M2 =, wd = =L folgt dann der dargestellte Signalflu (— Abb.5.12).

v e V2
z(0) X
(1) s :>.\<>/< :>< - X
g
2(4) X
2(5) -/A% :T >.\<>/< >< - X:
(6) X3
AN AN =
Abb. 5.12: SignalfluBgraph fiir N = 8
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Im FFT-Algorithmus (J.W. CooLEYy, J.W. Xo = Xooo — Xooo = Xo
TUKEY, 1965) werden die m ineinander ge- X1 =Xoo1 — Xi00=X4
schachtelten Transformationen, wie im Signal- Xo = Xo10 — Xoio = Xo
fluBgraph dargestellt, abgearbeitet. Damit die X3 =Xon1 — Xi10=Xe
X fir den ersten Abarbeitungsschritt (— Bsp.- Xy = X100 — Xoo1 = X3
5.3) bereits in der richtigen Reihenfolge zur Ver- X5 = X101 — Xio1 = X5
fligung stehen, wird die urspriingliche Reihen- X = X110 — Xoi1 = X3
folge durch eine sogenannte Bitumkehr veréin- Xr=X1m11 — X=Xy

dert (— Abb.5.13).

Abb. 5.13: Bitumkehr fiir N =8
Der Rechenaufwand von N? komplexer Multiplikationen zur Berechnung von (5.3)
kann durch den FFT-Algorithmus auf %N m = %N logy(N) komplexe Multiplikationen

mit w® w!, ... ,w%fl reduziert werden. Im Bsp.5.3 wurden daher nur 12 (— Abb.5.12)
statt 64 komplexe Multiplikationen bendtigt. Den Signalflulgraphen (z.B. Abb.5.9)
kann man auflerdem entnehmen, dafl zur Berechnung der FFT nur N (komplexe) Spei-
cherplétze notwendig sind (Rechnung in situ).

Die bisherigen Betrachtungen galten der IDFT. Die Berechnung der DFT erfolgt ent-
sprechend. Es wird dazu lediglich w durch w™! ersetzt und an den Summationspunkten
e jeweils durch 2 dividiert.

Das nachfolgende Programm ist fiir die DFT und IDFT im Falle N = 2™ geeignet.
Die Eingabe kann interaktiv oder mittels Datei erfolgen. Die Ausgabe erfolgt auf den
Bildschirm.

Die Eingabedateien fiir die DFT und IDFT haben die Form

32
n
1.03152698454817 0
0.98713892951720 0
0.97689900855173 0

In der ersten Zeile steht die Zweierpotenz N = 2™, in der zweiten wird die Frage nach der
IDFT oder DFT beantwortet (im Beispiel wird eine DFT fiir die folgenden Zeitwerte
durchgefiihrt, da die Frage nach der IDFT mit n beantwortet wurde). Nachfolgend
stehen die N = 32 Wertepaare, Realteil Imagindrteil. Soll eine IDFT durchgefiihrt
werden, so muf in der zweiten Zeile y stehen und danach N Wertepaare X, folgen.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define PI 3.14159265358979323846

main(int argc, char *argv[])

{
FILE *fp = stdin;
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5.1 Fast Fourier-Transformation (FFT) 73

int i,j,k;

char in, instring[8];
int n,nl,n2,m,mm;
double phi,fakt;

double *re,*im,*co,*si;

if ( argc == 2 ) {

if ((fp=fopen(argv[1],"r+")) == (FILE *)NULL) {

fprintf (stderr,"Can’t open file %s using stdin\n",argv[1]);
fp=stdin; } }

if (fp==stdin) {
printf ("Value of N = 2°m: ");

fflush(stdin);
scanf ("%d",&n) ;
} else

fscanf (fp,"%d",&n) ;
printf("Value of N = 27m: %d\n\n",n);

nl=n-1;

n2=n/2;

if ((re=(double *)calloc(nl,sizeof(double))) == NULL) {
fprintf (stderr, "Memory-Fault\n") ;

exit(99); }

if ((co=(double *)calloc(n2,sizeof(double))) == NULL) {

fprintf (stderr, "Memory-Fault\n") ;

exit(99); }

if ((im=(double *)calloc(nl,sizeof (double))) == NULL) {
fprintf (stderr, "Memory-Fault\n") ;

exit(99); }

if ((si=(double *)calloc(n2,sizeof (double)))
fprintf (stderr, "Memory-Fault\n") ;

exit(99); }

phi=PI/n2;

fakt=(double)1/n;

if (fp==stdin) {

printf ("Inverse Transformation (Y/N): ");
fflush(stdin); }

fscanf (fp,"%s",instring) ;

in= *instring;

switch(in) {

case ’Y’:

= NULL) {

case ’y’:

printf ("**x**xCalculation of the IDFT***x**\n\n");
phi=-phi;

fakt=1.0;

break;

default: printf ("#****Calculation of the DFT****x\n\n");
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break; }

for(i=0;i<=n1;i++){

if (fp==stdin){

printf("Re Im(%d)\n",i);
fflush(stdin); }
while(fscanf (fp,"%1f%1f" ,&rel[i] ,&im[i]) !=2);
re[i]=re[i]*fakt;
im[i]=im[i] *fakt; }
for(i=0;i<=n2-1;i++){
co[il=cos((double)i*phi);
sil[i]l=-sin((double)i*phi); %
for(i=1,j=0;i<=nl;i++){

m=n2;
while(j>=m) {
j-=m;

m=m/2; }
j*=m;

if (§>i){

double tmp=rel[i];
rel[il=re[j];
re[jl=tmp;
tmp=im[i];
im[i]=im[j];
im[jl=tmp; } }
mm=1;

do{

m=mm;

mm=2%*m;

for (k=0;k<=m-1;k++){
double rew=co[(int) (k*n2)];
double imw=si[(int) (k*n2)];
for(i=k;i<=n1;i+=mm){
double tmpl,tmp2;

j=i+m;
tmpl=rew*re[j]-imw*im[j];
tmp2=imw*re[j]l+rewxim[j];
re[jl=re[i]-tmpl;
im[jl=im[i]-tmp2;
re[il=re[i]+tmpl;
im[i]=im[i]+tmp2; } }
n2=n2/2;

} while(mm!=n);

printf ("Results:\n\n");
for(i=0;i<=n1;i++){
printf("Re (%d) = % 1lf\n",i,rel[il);
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5.1 Fast Fourier-Transformation (FFT) 75

printf("Im (%d) = % 1f\n",i,im[i]); } }

Beispiel 5.4 Fir das bandbegrenzte Rechtecksignal aus Bsp.5.1 (— Abb.5.5) ergibt die
DFT des mit N = 32 abgetasteten Zeitsignals xg(v) (alle Werte sind gerundet),

{20(0),...,29(31)} = {1.031,0.987,0.976,1.035,0.995,0.952, 1.065, 1.006,
0.500, —0.006, —0.065, 0.047, 0.004, —0.035, 0.023, 0.012,
—0.031,0.012, 0.023, —0.035, 0.004, 0.047, —0.065, —0.006,
0.500,1.006, 1.065, 0.952, 0.995, 1.035, 0.976, 0.987},

mit dem FFT-Programm
{Xo,..., X351} = {0.500,0.318,0,—0.106,0,0.063,0, —0.045, 0, 0.035,

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.035,0, —0.045,
0,0.063,0,—0.106,0,0.318}.

If many faultes in this book you fynde,
Yet think not the correctors blynde;

If Argos heere hymselfe had beene
He should perchance not all have seene.

Richard Shacklock, 1565
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6 z-Transformation

6.1 Cauchy-Integralformel

Sei G € C ein Gebiet, in dem w : G — C analytisch und ¢ eine einfach geschlossene
Kurve ganz in G ist. Dann gilt fiir alle z im Innern von ¢

Beweis: Es gilt fiir ( — 2z = re?¥ > 0 und d¢ = jre/? dyp

f%dg — ]{ ?E—C)ng

IC*zI—T
2
fw(z4rel?) T je
= e j?“@ dop = j /w(z +re??) dp
= j27rw(z) fir r — 0. O

Beispiel 6.1 Partialbruchzerlegung und (6.1) ergibt

]{ ¢ dz = lj{ ¢ alz—1 ]{ eidz
2242z 2 z—0 2H z—(—2)
z|=3

|z|=3 |z|=3

o Lo o1 5 1
= j27T§€ —j271'§€ —371'(1—6—2).

Die Summenformel der geometrischen Reihe lautet wie im Reellen

(6.2) = Z 20 fur |zl < 1.
Der Faktor in (6.1) kann somit fiir jedes a # ¢, z auf zweierlei Art und Weise um
—z
a entwickelt werden:
a) Fir

¢ —al > [z —q

folgt wegen
z—a

(—a

7
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unter Verwendung von (6.2)

1 B 1 1 1
(-2 <—a—(z—a)‘<—a’1_z—a
(—a
1 > (z—a)
(63) C_Z = k;) k+1

b) Fiir
¢ —a| <]z —d

entsprechend wegen

c-al oy
z—a
mit (6.2)
I 1 -1 1
C—z C—a—(z—a)_z—a.l_C—a
z—a
1 o0
(6.4) -2 Z k+1

Fur

_ 1 w(¢)
" c—jf =

gibt es folglich auch zwei unterschiedliche Reihendarstellungen.

a) Im Innengebiet |z — a| < r ist wegen (6.3) und nach Vertauschung von }_ und ¢

< _w(©) — a)t
C = 7{ (€ —a)k+t dc| (z=a)".
¢—al=r (al=r
Die Reihe
= ' 1 w(¢)
(6.5) w(z) = kz:%)ak(z —a)f mit a = jQ—WCZ{:T (C—a)kt d¢

konvergiert gleichméfig in |z — a| < 7.

b) Im Auflengebiet |z — a| > r gilt mit (6.4) entsprechend

Q) 4o N : :
foitra==3 | OG- |

z :
[c—al=r =0

Mit ¢ = k — 1 erhélt man die in |z — a| > r gleichmé&Big konvergente Reihe

(—al=r

o b . 1 k-1
(6.6) |w(z)= —kz::l = mit by = jQ—WKZ{:T w(¢)(¢ —a)" " d¢
p\/©’\\|_ © Dr. Leibner
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6.2 Laurent-Reihen und Singularitaten

Das Verhalten einer in einem Kreisring 0 < r < |z — a| < R analytischen Funktion
wird von den eventuell vorhandenen singuldren Stellen im Innern des kleinen Kreises
wesentlich beeinflufit.

1
Beispiel 6.2 w(z) = ist in a nicht analytisch, wohl aber in jedem Kreisring
z—a
0<r<|z—a|l <R. Fir jeden Weg c, der z = a einmal positiv umlauft, folgt aus dem

Residuensatz ¢ w(z)dz = j2m.

6.2.1 Laurent-Reihen

C1
f(2) sei nur im Kreisring r < |z —a] = p <
R analytisch (— Abb.6.1). Die Kurve ¢; hat
z im Innengebiet, co im Auflengebiet. Im ers-
ten Fall kommt daher die Cauchy-Integralformel
zum tragen, im zweiten der Cauchy-Integralsatz.

O IQ e L IO e
jor | <<—z)d“j27rc]f<<—z>d< 1)
£G) 0

Abb. 6.1: Zur Bestimmung von (6.9)

Der Weg ¢1 + ¢o entspricht einem Umlauf von R in positiver und einem Umlauf von r
in negativer Richtung, da sich die hin und zuriick durchlaufenen Schnitte wegheben:

L Q1 ©
e jzwgf:R - ﬂ”cfzr -9

Fiir die beiden Integrale kénnen mit (6.5) und (6.6) Reihenentwicklungen um a fiir
|z —al] < R und r < |z — a| angegeben werden. Es folgt dann im Konvergenzgebiet
r<lz—al=p<R

(6.7) f(z) = Zak(z—a)’“+z(zf—ka)k
k=0 k=1

mit den Koeffizienten

1 f(Q) 1 j[ k-1

. - IS e und by = —— - dc.

68) w==p | hommdCmdbi= o o FOC- )
[¢—al=p |¢—al=p

Die beiden Reihen in (6.7) und die Berechnungsvorschriften fiir ihre Koeffizienten (6.8)

konnen zusammengefafit werden. Die Laurent-Reihe von f(z) lautet dann

oo 1 p
(6.9) f(z) = kgoo cr(z—a)® mit ¢ = j2—7r‘ ]{ CERED f(a))k“ dz
zZ—a|=p
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80 6 z-Transformation

Die erste Reihe in (6.7) ist eine Taylorreihe, die zweite wird Hauptteil der Laurent-
Reihe genannt (— S.28). Durch (6.9) kann selbst eine Funktion mit Singularitdten in
jedem Kreisring, in dem sie analytisch ist, in eine Laurent-Reihe entwickelt werden. Da-
bei sehen die Reihen in verschiedenen Kreisringgebieten im allgemeinen unterschiedlich
aus.

Beispiel 6.3 Die Koeffizienten ¢; der Potenzreihe

~ 1 [ 1)
f(z) = ; ciz', ¢ = ]ﬂ Sitl dz, bzw. fir i=—k

B l2[=p

> 1
6.10 z) = ez omit ey = — ]{ 2)2k1 dz,
610§ = Teu = § 16

- |z1=p

werden mit dem Residuensatz (— S.29) berechnet. Liegen alle Singularititen z1,. .., zm,

von f(2)z%=1 innerhalb von r, 0 < r < |z| = p, dann gilt

(6.11) c_r = Res, (f(z)zkil) = i Res (f(z)zkil,z“) , k€N
pn=1

6.2.2 Zeitreihenanalyse diskreter Signale

Die z-Transformation wird in der Zeitreihenanalyse diskreter Signale verwendet. Sie
ordnet einem im Abstand At abgetasteten Signal f(t),

f(v):= f(vAt), v € Ny,
durch die Vorschrift
(6.12) (f(v ))y>0 oZe F(z Z f(v

eine Potenzreihe zu. Die inverse z-Transformation wird mit der Koeffizientenformel
(6.11) bestimmt.

Die Berechnungsvorschrift (6.12) gewinnt man aus der DFT durch den gleichen Grenz-
iibergang, wie er zur Bestimmung der Fourier-Transformation aus der Fourier-Reihe
verwendet wurde (— S.34). Aus der DFT (— (5.6)) folgt dann mit

T — oo und damit wg — 0, ws = swy — w, fir f(v) = z(v)

N-1
(6.13)  lim NX, = lim »_ z(v)e —IwsvAL Zf (ejmt)*” . F(eTh),

T
— 00 V=0

F(e7*A%) ist nur auf dem Einheitskreis definiert, die Funktionentheorie kann daher nur
eingeschriinkt zur Berechnung von (6.13) verwendet werden. Es ist daher sinnvoll, e/~A?
durch z € C zu ersetzen, wodurch man die im Bsp.6.3 angefiihrten Eigenschaften erhélt.
Die z-Transformation (6.12) kann dann sehr einfach mit den Mitteln der Funktionen-
theorie berechnet werden. Bei Bedarf kann man z wieder durch e/“2 ersetzen.

Durch den Grenziibergang in (6.13) geht das diskrete Aw-periodische Spektrum der
diskreten Fourier-Transformation (— S.64) in ein kontinuierliches Spektrum der gleichen
Periode iiber.
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Beweis: Mit Aw = Nwy = const. und (2.6) folgt aus dem Uberlagerungssatz der DFT,

00
Z CS-i—k‘Na

k=—o00

durch den gleichen Grenziibergang wie oben

/2
F(eI9At) = Thm NX; th Z Csikn= th Z / ~(s+RN)wot g4
—00
> 7T/2
S
_ : —(swo+kNwo)t
= Vi 3y [ et
=T ~T/2
1 SN 1
= — 1 —(swo+kAw)t —(wH+kAw)t
nidm, 30 [ aloe P / o
k=—0o_1/9
1 o
= — Z X(w+ kAw).
At et 0

Wie schon bei der Uberlagerung der Fourier-Reihen-Koeffizienten bei der DFT ist auch
hier die Riickgewinnung des kontinuierlichen Zeitsignals aus dem diskreten ohne Band-
begrenzung vor der Abtastung und Einhaltung des Abtasttheorems nicht mehr méglich.

Begrenzt man das Zeitsignal auf 2w, und tastet so ab, dafl mit

2 27T
das Abtasttheorem

Aw > 2wy = 4m fg,
bzw.

1
(6.14) At < —
2f,
eingehalten wird, so treten bei der Abtastung von f(¢) keine Uberlagerungen des Spek-
trums auf (— Abb.6.2), die z-Transformation ist dann umkehrbar eindeutig. Das kon-
tinuierliche Zeitsignal gewinnt man aus dem diskreten mit Hilfe eines Tiefpaffilters der
Grenzfrequenz frp > f, zuriick.

| F(e75)]

Wy Wy

— Aw —*

Abb. 6.2: Spektrum bandbegrenzt und Abtasttheorem erfiillt
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82 6 z-Transformation

Beispiel 6.4

Fiir einen Impuls int =0 (— Abb.6.3), z(v)

folgt v

F(z)= 25(V)Z_V =1
= Abb. 6.3: f(v) =(v)

Die z-Korrespondenz der diskreten Impulsfunktion ist somit

(6.15) d(rv)oZel
Beispiel 6.5

1, v=0,1,2,3,4,

Fir f(v) = { s folgt F(z) =1+ 2142724273 4274

0, sonst
Beispiel 6.6
(IV, v > 0, . - v, _—Vv - —1\v
f(v) = 0. somst ergibt F'(z) = Z a’z7v = Z(az )Y
) v=0 vr=0

Fiir laz7| < 1 bzw. |z| > |a| folgt fiir die geometrische Reihe

Flz) = 1 __z

l—az7! z-—a

Die z-Korrespondenz ist damit

(6.16) 'ole ) y=0,1,2,..., |z >|ql
Z—a

Die z-Korrespondenz der diskreten Sprungfunktion ist (a = 1)

(6.17) s(v)oZe Ll v=01,2..., |s>1
P

Beispiel 6.7 Mit (6.11) folgt fiir

Partialbruchzerlegung
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mit den Koeffizienten

zY 0¥ 1 .
Alz{ ] = =——, fir v=0
Z—=20lz50 —%0 20
und
zY v—1 ..
Ay = |— =z, , fir v=0,1,2,...,
< Z—r20
ergibt
1 v—1
z z _ _
f(v) =Res, | -2+ =25+ 2571
< 2= Zz0 ~——
0 v=0  v=0,1.2,...

bzw.

(6.18) 2ozt v=1,2...

Beispiel 6.8 Auf die gleiche Art und Weise folgt fiir

z 2z

v—1 2V
F(z) = G2 f(v) = Res, ((2—1)2> = Res <(2’—1)2’1> .

Partialbruchzerlegung

2 A n A
(z—1)2 z—-1 (z-—1)2

ergibt mit den Koeffizienten

A = 4 ("], = {Vz’“l} =v und Az =[2"]

=1
dz z—1 1 ’

z—r

f(y):Res<Zi1 + (2—11)2’1> v (=ay)

Fiir die z-Korrespondenz folgt

(6.19) eo0v, v=0,1,2,...

Beispiel 6.9 Fir

gilt mit (6.11)
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84 6 z-Transformation

In der Partialbruchzerlegung

2711 — @ + A + Az + A3 + + $
2(z—20)° z  (2—2) (z—20)® (2—20)° (z = 20)*

sind Ay und Ay die gesuchten Residuen. Fir Agy gilt

A = [ ZY ] 0" ) (=20)7% fir v=0,
0 (z —20)° Zﬁo_(—zo)s_ 0, fir v=1,2,...
und fir Ay
1 dsfl
A — v—1
! (s —1)ldzs—1 {z L—mo
1

mit den Binomialkoeffizienten

6~4>:(y—n@—2y~@—5+1) (v—1)

s—1 (s—1)! ENTTEDN

(V - 1> _,
0
unabhdngig von v. Damit folgt fir f(0)

F0) = (=20) " + (

und firv=1,2,...

Fiir diese gilt fiir s =1

v—1

0 )(zo)_lz—zo_l—i-zo_lzo

Fiir s = 2 folgt wegen

Dies ergibt fiirv=20,1
F(0) = (=20) 2 + (-D)z " =0, f(1) =0.
Firv=2,3,..., ist f(v) durch
fr) =@ -1z
definiert. Fir s > 1 gilt allgemein

1 -1
(6.20) ﬁoio (V 1>z0”3, v=s,s+1,s+2,...; s>0
z— 29 5 —

In der nachfolgenden Tabelle 6.1 sind die wichtigsten Transformationen der z-Transfor-
mation nochmals zusammengefafit.
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6.2 Laurent-Reihen und Singularitaten 85
f(v), v>0 F(z) Konvergenzbereich
o(v) 1 ganze z-Ebene
z
1
o(v) — 21>
z
a” |z [>]a|
z—a
v—1 _
a” % , v=s,8+1,...;5>0 1
s—1 |z [>] a|
(z—a)’
0 , sonst
z
1
. z sin(wpAt)
5 At 1
sin(worAt) (22—2z cos(wpAt)+1) | 2[>
z(z—cos(wpAt))
At 1
cos(worAt) (22—2z cos(wpAt)+1) l=1>
Tabelle 6.1: Wichtige z-Korrespondenzen
6.2.2.1 Rechenregeln
a) Linearitat
(6.21) laz(v) + by(v) oZ-e aX(z) + bY ()]
b) Rechtsverschiebung
oo )\A o
flv—Fk) oZe Z flv—k)z7" = Z FA)z k22
v=0 A=—k
00 A=-1
=2 RV 30 F)TY
A=0 A=—k
F(z) 0
Die zweite Summe wird zu Null, da f(\) =0 fiir A < 0 ist (Kausalitéit).
flo—=k) , v=kk+1,... -k
(6.22) 0 " sonst oZe z "F(z)
© Dr. Leibner P~ @LL



86 6 z-Transformation

c¢) Linksverschiebung

/\

oo k—1
fv+k)o=e Zf Z/—I-k Zf kz_>‘:zk[Zf()\)z_’\—Zf()\)z_’\
A=0 A=0

v=0

F(z)

In der zweiten Summe werden diejenigen Terme wieder subtrahiert, die in der
ersten hinzugefiigt wurden.

623) TR =0l }oiosz(z)—zkf(O)—zk_lf(l)—---—zf(k—l)

d) Modulation

o
pov At =z poAt i
" f(v)oZe ;)f(y)(z‘e : ) —F(ZO)
20
v z At
(6.24) zof(v)oZe F(—), zp=¢€"
20
e) Multiplikation mit spezieller Folge
dF - —1/ -1
P zf AP YRZICIE
dF
(6.25) vflv)oZe —z d( )
z

Beispiel 6.10 Fir die z-Korrespondenz von f(v) = v folgt mit Hilfe der Korre-
spondenz der Sprungfunktion (6.17) und (6.25)

(V)= —v- (1) oZe z- d( _Z)z( i

gl a\z—1) " -1
—o) (6.17)

bao.

(6.26) (v)oZe ﬁ; v=0,1,2..., |z >1

f) Endwertsatz
i [~ DF(:)] = Erlgo[yi F)yr D - if@)f”]
2F(2)

Mit ¢),

2F(2) — 2(0) oZ0 f(v+1),
P oL © Dr. Leibner
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folgt
i Je - DFE] = i |52 70 4+ D2 4 200 - 3 S w)=
= Y [fw+1) = fW)]+f(0)
v=0
= @) =FOI+[f(2) = fFMW] + -+ f(0) = f(o0)
(6.27) floo) = lim [(z —1)F(2)]

g) Anfangswertsatz

v—0

lim f(v) = Jim. i f(w)z7" = lim |f(0)+
v=0

(6.28) f(0) = lim F(z)

Z—00

h) Faltung
Fi(2)Fy(z) = F(z)

Das Cauchy-Produkt der Reihen ergibt

(i ﬁ(u)z—”) (i f2<V)z‘”> =S )
v=0 v=0 v=0

= (AO) + AW+ A@272 4 ) (£0) + (1) + fo(2):72 4 )
= [£1(0)£2(0)] + [f1(0) f2(1) + f1(1) f2(0)] 27"
+[f1(0)f2(2) + A1(1) f2(1) + f1(2) f2(0)] 272 + - -

Aus dem Koeffizientenvergleich folgt

F0) =3 ARG - N =3 Ay - V0.
A=0 A=0

629) | F0) =3 AN Ar-N =3 filr-NfaNoZe Fi(2)Fa(2) = F(2)
A=0 A=0
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88 6 z-Transformation

6.2.2.2 Digitale Filter

Man verwendet die z-Transformation zur Losung von linearen Differenzengleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten. Das entspricht der Lésung von linearen DGLn
mit konstanten Koeffizienten (— S.55) mittels L-Transformation. Wegen der Rechen-
regel h) wird auch hier fiir das Verhéltnis von Ausgangs- zu Eingangsgrofie der Begriff
Ubertragungsfunktion verwendet. Die Differenzengleichung eines diskreten Systems ist

(6.30) amy(V) + am—1y(v — 1)+ -+ +agy(v —m+ 1)+ agy(v —m)
= Bnz)+ -+ Box(v —m).

Die z-Transformation von (6.30) ergibt mit (6.22) und unter der Voraussetzung, daf a,,
auf 1 normiert wird,

A+ oam1z 4 a2 ™ 4 gz ™Y (2) = B + B2 4+ Boz ™)X (2),

(6.31) Y(2) = BmA+Bmorz 4+ Pozr ™)X (2)
—(me1z VT gz ™Y (2).

Die Ubertragungsfunktion lautet damit

CY(2)  BmABmorz i+ Boz™
X(Z) 14+ amo1z7t+ -+ agz™™

Bmz™ + Bm—12™" L+ - Brz+ Bo
2M 12 iz

Fiir die Ubertragungsfunktion kann eine technische Realisierungsstruktur angegeben
werden. Die Operatoren werden dazu durch die im Abb.6.4 wiedergegebenen Struktur-
elemente dargestellt.

z(v—1)

z(v) < > az(v) R ) 1
X(2) aX(z) n() + %_ 1)~ 22(v) X(2) : 271X (2)

33‘2(1/)

Abb. 6.4: Elemente der Realisierungsstruktur digitaler Filter

Aus (6.31) folgt mit den Symbolen aus Abb.6.4 unmittelbar die in Abb.6.5 gegebene
Realisierungsstruktur rekursiver digitaler Filter.

z(v)o—e * .
- + - -
Z_l +r\ 2_1* ,,,,,, az—l +r\ Z—l - y(u)
Abb. 6.5: Realisierungsstruktur rekursiver digitaler Filter
\' a .
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Die Ausgangsfolge y(v) wird aus der eventuell verzogerten Eingangsfolge x(v) und den
aus der Vergangenheit bekannten Werten y(v — i), ¢ € {1,...,m}, berechnet. Fir
Qm—1 = Qm—9o = --- = ag = 0 wird die festverdrahtete Realisierungsstruktur nichtre-
kursives digitales Filter genannt.

Will man sich ein Bild von der Filterwirkung machen, so muf man z wieder durch /2t

ersetzen,
z = WAL,

2
Mit At = — folgt
! Aw 06

e (-2 L)
Z = exp jﬂ'Aw .

Das Spektrum ist periodisch mit der Periode Aw. Da bei Erfiillung des Abtasttheorems,

Aw = 2wy,

- W
Z = exp jQWﬂ
g

gilt, reicht es, fiir die normierte Frequenz

den Verlauf zwischen 0 < 2 < 0.5 zu betrachten.

Beispiel 6.11 FEs soll eine Realisierungsstruktur bestimmt werden, die als Impulsant-
wort
y(v)=(-1)", v=0,1,...

liefert. Mit (6.16) folgt fiir die z-Transformierte

z

y(v) = (-1 020 —= = Y(2)

Daraus ergibt sich mit (6.22) die z-Korrespondenz

Y(2)+ 27 'Y (2) = 1leZo y(v) + y(v — 1) = §(v).

Fiir die Differenzengleichung erster Ord- §(v) o
nung (m = 1) ergibt sich die in Abb. 6.6 +
angegebene Realisierungsstruktur. — Aus ? 271 T y(v)
der Ubertragungsfunktion G(z), -
z
Gz) =Y(z) = 241’ Abb. 6.6: Rek. dig. Filter 1. Ordnung

kénnen die Koeffizienten «, 8, direkt abgelesen werden:
Ck():l, (Xl:l, ,31:1.

In den Abbn. 6.7 und 6.8 sind der Betrag und die Phase fiir 0 < Q < 0.5 aufgetragen.
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4 1.5

1.25

3 1

2 0.75

0.5

1 0.25
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abb. 6.7: |Y (e72™)| (HochpafBfilter) Abb. 6.8: arg[Y (e/2™?)]

Beispiel 6.12 FEs soll eine weitere Realisierungsstruktur ermittelt werden, die als Im-
pulsantwort

y(v) = 2v(0.5)" = 2vz(v)

liefert. Mit (6.25) und X (z) = ZO E folgt
z—0.
dX(z) z z
(2) [ Tz } (- 052 22— 271025

Fiir die z-Korrespondenz erhdlt man daraus
Y(2) = -0.25272Y (2)+ 27 'Y (2) +2 L eZ0 y(v) = —0.25y(v—2)+y(r—1)+6(v—1).

Die Differenzengleichung zweiter Ordnung (m = 2) ergibt die in Abb. 6.9 angegebene
Realisierungsstruktur.

o(v)o
-1 +/L -1

Abb. 6.9: Rekursives digitales Filter 2. Ordnung

Aus der Ubertragungsfunktion G(z),

z

Gl2)=Y() = 5o

kann man wieder direkt die Koeffizienten «, 8 ablesen:
ap = 0.25, o] = —1, g = 1, ,31 =1.

In den Abbn. 6.10 und 6.11 sind der Betrag und die Phase fir 0 < Q < 0.5 aufgetragen.
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6.2 Laurent-Reihen und Singularitaten 91

4 1
3
0.1 0.2 0.3 0.4 0|s
2 -1
1 -2
-3

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abb. 6.10: |V (e/2™?)| (TiefpaBfilter) Abb. 6.11: arg[Y (e72™)]

Addendum

Das vorliegende Buch wurde mit der Absicht geschrieben, einige mathematische Hilfs-
mittel zur Losung bestimmter Probleme in der Elektrotechnik zur Verfiigung zu stellen.
Wenn Systeme den vorgestellten Methoden zugénglich sein sollen, so miissen sie linear
und zeitinvariant sein. Die Berechnung solcher Systeme ist dann auf zweierlei Art und
Weise moglich:

a) Auf ,direktem Weg*“, mit Hilfe der Impulsantwort,
y(t) = g(t)  x(t),
b) oder auf einem ,,Umweg® iiber das Spektrum,

Y(w)=Gw)X(w)eLo y(t).

Welcher Weg der giinstigere ist, hingt von der Aufgabenstellung ab. In der Elektrotech-
nik ist es im allgemeinen der zweite. Da die auftretenden Probleme zudem kausal sind,
wird dazu vorteilhaft die Laplace-Transformation verwendet. In der Optik z.B., wo man
es mit rdumlichen Gebilden zu tun hat, wird vorwiegend der erste Weg zusammen mit
der Fourier-Transformation gewahlt.

Wie schon angemerkt, enthilt dieses Buch nicht alles, was es zu dem Thema zu sagen
gibe. Es wurde vielmehr versucht, die bekanntesten Methoden zur Transformation von
Zeitsignalen in Spektren und zuriick vollstdndig herzuleiten und so weit Rechenregeln
anzugeben, dafl man in die Lage versetzt wird, die meisten Probleme zu 16sen. Da man
mit Hilfe der Partialbruchzerlegung komplexe rationale Funktionen immer auf einfache
zuriickfithren kann, wurde bewufit auf umfangreiche Umrechnungstabellen verzichtet.

Von BLAIRE PASCAL soll der Ausspruch stammen ,,da ich nicht geniigend Zeit hatte,
konnte ich die vorliegende Schrift nicht kiirzer fassen“. Ich habe versucht, mir diese Zeit
zu nehmen, so dafl ein sehr knappes und ,wortkarges* Buch entstanden ist. Da aber
alle Herleitungen und Berechnungen ohne Auslassungen durchgefiihrt wurden, sollte es
dennoch fiir den Interessierten lesbar sein. Demjenigen, der ,,Fleisch®“ um die Mathema-
tik herum vermifit, empfehle ich, zur Erholung zwischendurch ein gutes Buch zu lesen,
denn Prosa beherrschen andere sowieso besser als ich.
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