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I.
Digitale Schaltungen






1 Logischer Schaltungsentwurf

1.1 Einleitung

Der Entwurf hochintegrierter Schaltungen ist ohne Rechnerunterstiitzung nicht mehr
denkbar. Dies ist eine Folge der Komplexitdt der zu losenden Aufgaben und der zu
verwaltenden Datenmengen.

Von automatischen Entwurfswerkzeugen wird dabei erwartet, daf} sie qualitativ hoch-
wertige Losungen zu vertretbaren Kosten erzeugen.

Immer mehr Entwurfsaufgaben werden als Semicustombausteine realisiert. Da diese
Methode schnell und grofitenteils automatisiert ist, werden damit hauptséchlich an-
wendungsspezifische Schaltungen, sogenannte ASICs (Application-Specific Integrated
Circuits), hergestellt.

Ebene Beispiele fiir Beschreibungselemente
Verhaltensebene Schaltfunktionen, Ubergangsgraphen und -tabellen
Register-Transfer-Ebene | Speicher, ALUs, Kontrollblécke
Gatterebene Gatter, Flip-Flops, Zahler
Schalterebene Schalter
Schaltkreisebene R, L, C, Dioden, Transistoren
Device-Ebene pn-Uberginge, MOS-Strukturen
Prozef3-Ebene Diffusionszeiten, -temperaturen, Belegungsdichten

Tab. 1.1: Beschreibungsebenen

Die Entwurfsebene (— Tab.1.1) ist zur Zeit noch vorwiegend die Gatterebene. In die-
ser fiihrt der Schaltungsentwickler den funktionellen Entwurf mit Hilfe von vordefinier-
ten bzw. anpabaren Funktionsbausteinen durch. Diese zellenbasierten Schaltungskon-
zepte bieten dem Entwickler die Moglichkeit, auf bereits ausgetestete Bausteine zuriick-
zugreifen und damit den Entwurf schneller und sicherer zu machen.

Wihrend beim Full-Custom Design alle Schritte vom Kunden bestimmt werden
konnen (z.B., wie eine Leitung verlegt werden soll oder wie ein Transistor zu dimen-
sionieren ist), so schrinken beim Semicustom Design die vordefinierten Zellen bzw.
Transistoren die Entscheidungsfreiheit des Kunden ein (Semi-Custom). Gleichzeitig
werden durch diese Reduktion der Freiheitsgrade die zellenbasierten Konzepte einer au-
tomatischen Layoutsynthese wesentlich besser zugénglich.

Der Entwurf der Schaltungen erfolgt oft iterativ. Dabei wiederholen sich Entwurfs- und
Verifikationsschritte so lange, bis die gewiinschte Schaltfunktion realisiert ist. Diese



4 1 Logischer Schaltungsentwurf

pragmatische Vorgehensweise wird in letzter Zeit immer mehr durch eine systemati-
sche ersetzt. Dabei ist man bestrebt, den Abstraktionsgrad zu erhéhen und damit die
mathematische Beschreibbarkeit der Aufgabe zu verbessern. Dieser Weg fiihrt von der
Gatterebene zunéchst zur Register-Transfer- und anschlieend zur Verhaltensebe-
ne (behavioral level). Auf der Register-Transfer-Ebene wird die Schaltung z.B. durch
Speicher, arithmetische Einheiten und Kontrollblocke, beschrieben. Auf der Verhalten-
sebene geschieht dies durch Schaltfunktionen bzw. Ubergangsgraphen und -tabellen.

Programme, die eine Schaltungsbeschreibung auf Verhaltensebene gestatten, sind z.B.
Verilog der Firma CADENCE bzw. VHDL (Very High Speed Integrated Circuits Hard-
ware Description Language) des DoD (U.S. Department of Defense). VHDL wurde
bereits in den 80er Jahren entwickelt und inzwischen als IEEE (Institute of Electrical
and Electronics Engineers)-Standard 1076 genormt.

Da fiir die Schaltungsentwicklung wieder zunehmend mathematische Verfahren gefragt
sind, wird im folgenden zunichst die Boolesche Algebra aus ihrer Verwandschaft mit
der Mengenalgebra abgeleitet und das Rechnen mit Schaltfunktionen geiibt.

Nachfolgende Kapitel befassen sich dann mit der Verifikation einer Schaltung durch
die Simulation ihres logischen Verhaltens und mit der Erzeugung von Testmustern zur
Uberpriifung auf Herstellungsfehler.

1.2 Stufen des Schaltungsentwurfs

Der elektrische Schaltungsentwurf beginnt mit der Spezifikation der gewiinschten Schal-
tungsfunktion. Verkniipft die Schaltung bindre Variable mittels logischer Operationen
zu logischen Funktionen, so wird sie digital genannt.

Digitale Schaltungen werden mit Hilfe einer zweiwertigen Schaltalgebra berechnet. Die
Grundlagen dieser Algebra wurden von GEORGE BOOLE (1854) gelegt. Er systemati-
sierte die Aussagenlogik und schuf damit ein algebraisches System zur Behandlung von
logischen Aussagen.

Auf der Aussagen- und Préidikatenlogik basieren die heutigen Verfahren der , kiinstlichen
Inteligenz“ (Artificial Intelligence), die ihre verstéirkte Anwendung in Expertensystemen
finden.

HUNTINGTON formalisierte (1904) die Boolesche Algebra weiter und bot damit CLAUDE
SHANNON die Grundlage zur Definition der Schaltalgebra (1938).

Nach dem logischen Schaltungsentwurf, der darin besteht, die Spezifikation der
Schaltung in eine formale Schaltungsbeschreibung umzusetzen, wird die Funktion der
Schaltung mittels Logiksimulation verifiziert. In der Logiksimulation wird anstelle
des realen physikalischen Elements (Gatter, Flip-Flop, Speicher, Leitung, usw.) ein
Modell mit gleichem zeitlichen und logischen Verhalten verwendet. Durch die geeignete
Modellierung aller Schaltungselemente kann somit das reale Verhalten der Schaltung
durch einen Rechner sehr genau nachgebildet werden.

P~ @LL © Dr. Leibner



1.3 Mathematische Grundlagen 5

Durch die Integration digitaler Schaltungen wird der direkte Zugriff auf die einzelnen
Schaltungselemente eingeschriankt. Der Zugang ist nur noch iiber die externen Schal-
tungsanschliisse (Pins) moglich. Da dennoch jeder Chip, um Herstellungsfehler auszu-
schlieflen, getestet werden muf, ist die Testvorbereitung und -durchfiihrung zu einem
wichtigen Aspekt der Chip-Entwicklung geworden.

Um den Aufwand fiir die Testmustergenerierung in wirtschaftlich vertretbaren Gren-
zen zu halten, werden testfreundliche Entwurfsmethoden (DFT, Design for Testability),
wie z.B. das Scan-Path-Prinzip, eingesetzt.

Beim Entwurf von kundenspezifischen Bausteinen wird die Plazierung und Verdrahtung
der Schaltungselemente automatisch vorgenommen. Es wird dabei minimaler Flédchen-
bedarf angestrebt. Durch die Minimierung der Fléche bei der Layoutsynthese kénnen
die Kosten fiir den Chip gesenkt (weniger Silizium, kleinere Gehéuse) und die Schaltge-
schwindigkeit erhoht (kiirzere Signalwege) werden.

1.3 Mathematische Grundlagen

Die Boolesche Algebra héingt eng mit der Mengenalgebra zusammen. Alle Rechenregeln
der Mengenalgebra gelten ebenso fiir die Boolesche Algebra.

Operationen auf Mengen lassen sich symbolisch durch Mengendiagramme (Venn-Dia-
gramm) veranschaulichen. Mit diesen kann die Richtigkeit der Rechenregeln leichter
iiberpriift werden, als dies in der abstrakteren Schaltalgebra moglich ist.

Im nachfolgenden Abschnitt werden daher zunéchst der Begriff Menge und die Rechen-
regeln auf Mengen definiert. Auf Mengen wird dabei nur soweit eingegangen, als dies
fiir das Verstédndnis der Schaltalgebra notwendig ist.

Anschlielend wird iiber die Isomorphie der Bezug zur Booleschen Algebra und der Schal-
talgebra hergestellt.

1.3.1 Aussagen, Priadikate und Mengen

Eine Eigenschaft (Pradikat) eines Objektes « findet ihren sprachlichen Ausdruck durch
eine Aussage iiber z (z.B., ,z ist eine natiirliche Zahl“) und wird mit P(z) bezeichnet.
P(zx) ist entweder wahr (z.B. fiir x = 3) oder falsch (z.B. fiir x = 1.25).

FaBt man alle Objekte, fiir die ein Priadikat Pys(z) eine wahre Aussage ist, zusammen,
so erhiilt man eine Menge M, die Menge aller z, fiir die Pys(z) gilt:

(M = {a| Py()} ] (1.1)

Die Aussage, fiir die Pys(x) wahr ist, ist mit der Aussage ,, z ist ein Element von M“
(x € M) gleichbedeutend:

x €M & Py(x) (& bedeutet logisch dquivalent)

© Dr. Leibner P~ @LL



6 1 Logischer Schaltungsentwurf

FEinige spezielle Mengen sind z.B.:

{z | z ist natiirliche Zahl} = {1,2,3,...}

{z | z ist natiirliche Zahl einschliellich 0} = {0,1,2,3,...}
= {z|zist ganze Zahl} ={...,-2,-1,0,1,2,...}

{z |z ist rationale Zahl} = {z |z =L, p € Z A g € N}

= {x|z ist reelle Zahl}

= {z|x ist komplexe Zahl}

aFONZZ
|

Ist Pas(z) immer falsch, so ist M eine leere Menge. Sie wird mit () bezeichnet. Wihlt
man aus M einen Teil der Elemente aus, so erhdlt man eine Teilmenge N von M,

(NCM)s (xeN=zecM)s (Pn(x)= Pu(z)).
Das Zeichen C soll hier so aufgefaft werden, dafl auch
McM und OcC M gilt.
Fiir den Fall, dal zwei Mengen M und N gleich sind, folgt somit

(M=N)& (MCNANCM).

Durch = wird eine Implikation angegeben. Die Implikation gilt nur dann, wenn fiir
alle z die Subjunktion (—) wahr ist (— Tab.1.2, erste, zweite und vierte Zeile. Die
dritte Zeile ist keine Implikation). Wird fiir ,,alle z“ der Allquantor gesetzt, so folgt

Vz[Pn(z) = Pu(x)] & w.

In der gleichen Schreibweise wird die Aquivalenz durch
VI [PN(x) Ad PM(I‘)] < W

definiert. Zwei Aussagen sind folglich dquivalent, wenn fiir alle z die Bijunktion (+)
wahr ist (— Tab.1.2, erste und vierte Zeile).

Weitere Symbole in Tabelle 1.2 sind A (Konjunktion bzw. und-Verkniipfung) und
V (Disjunktion bzw. oder-Verkniipfung). Fiir eine wahre Aussage steht ,w*, fiir
eine falsche ,f“. Durch die Negation einer Aussage (—P(z)) wird ihr Wahrheitswert
umgekehrt: —=f = w bzw. —-w = f.

(Der Allquantor wird in Tabelle 1.2 und nachfolgend zur Vereinfachung der Schreibweise
weggelassen.)

’PN(.I‘)PM(x) ‘ PN(w)/\PM(x‘) ‘ PN(.I‘)\/PM(w) ‘ ’PN(.I‘)—YPM(.I‘) ‘ PN(x‘)(—YPM(x‘)
f f f w

f W
f W f w w f
w f f w f f
w w w w w w
Tab. 1.2: Wahrheitstabelle logischer Aussagen
-
P~ —L © Dr. Leibner
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Die Wahrheitstafeln fiir die Konjunktion, Disjunktion und Bijunktion sind unmittelbar
versténdlich und benottigen daher keiner zusétzlichen Erlduterung. Dies trifft fiir die
Subjunktion nicht zu. Fiir sie gilt zeilenweise:

1.Zeile: Wenn es kein = mit den Eigenschaften Py (z) und Py (z) gibt, so folgt N =
M = (. Die Implikation ist dann wegen () C () immer erfiillt.

2.Zeile: Abbildung 1.1 zeigt, daf NCM ist, da es ein x; mit 1 ¢ N jedoch 1 € M
gibt.

3.Zeile: Es gibt ein 1 € N jedoch z1 ¢ M. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dafl
N C M ist. Die Subjunktion ist daher nicht erfiillt, die Implikation existiert
fiir diesen Fall nicht.

4.Zeile: Hier gilt M = N (— Abb.1.2).

S D

Abb. 1.1: NCM Abb. 1.2: N=M

Zwei Mengen kénnen zu einer neuen Menge verkniipft werden. Die Grundverkniipfungen
zweier Mengen sind nachfolgend gegeben. Die Veranschaulichung dieser Verkniipfungen
erfolgt durch Venn-Diagramme.

a) Vereinigung M U N von M und N:

MUN:{x|x€M\/xEN}‘

S

G
b) Durchschnitt M NN von M und N:

MﬂN:{x|x€M/\x€N}‘

S

G
c) Differenz M \ N von M und N:

(M\N={z|zcMAz¢N}|

o

G

d) Symmetrische Differenz:

MAN=(M\N)U(N\M)]|

@E
2
Q

© Dr. Leibner P~ @LL



8 1 Logischer Schaltungsentwurf

e) Ist N Teilmenge einer fest gegebenen Grundmenge G, N C G, so heifit G\ N das
Komplement N von N (beziiglich G):

G\N=N

G

Beispiel 1.1 Gegeben sind die Mengen M = {1,2,3}, N = {2,3,4,5} und G =
{1,2,3,4,5}. Daraus lassen sich durch Verkniipfungen folgende neue Mengen bilden:

MUN = {1,2,3,4,5}, M N
M\N = {1},

MAN = {23},
MAN = {1,4,5}

Fiir das Komplement von N beziiglich G folgt:

G\ N ={1,2,3,4,5}\{2,3,4,5} = {1} ={2,3,4,5} = N

Ist der Durchschnitt von M und N leer (M NN = (), so werden M und N disjunkt
(durchschnittsfremd) genannt.

Fiir Mehrfachverkniipfungen von Mengen gelten zahlreiche Rechenregeln. Wichtige
Grundregeln sind:

(a) MUN=NUM (U ist kommutativ)

(b)) MUNUP)=(MUN)UP (U ist assoziativ)

(¢c) MUM=M (U ist idempotent) (1.2)
(d MUNNP)=(MUN)N(MUP) (Uist distributiv beziiglich N)

) MUMNN)=M (U ist adjunktiv beziiglich N)

Wegen der Assoziativitét konnen in (1.2b) die Klammern wegfallen. Auflerdem kann in
(1.2a~c) U durch N ersetzt werden und in (1.2d,e) U und N ihre Plétze tauschen. Die
Giiltigkeit der Regeln (1.2) folgt aus der jeweiligen Definition, bzw. aus der Konstruktion
entsprechender Venn-Diagramme.

Fir M, N C G gelten zusétzlich die Regeln von de Morgan

MUN=MNON ud MNN=MUN, (1.3)

sowie

M\N=MnNN. (1.4)
Mit Hilfe von Venn-Diagrammen kann man sich leicht klarmachen, dafl

MCMUN und MNNCM (1.5)

P~ @LL © Dr. Leibner



1.3 Mathematische Grundlagen 9

gilt. AuBerdem ist fiir N C M
MUN=M und MNN =N. (1.6)
Fir M C G folgt
MUM=G, MNM=0 uwnd MU@l=M MNG =M. (1.7)

Beispiel 1.2 Es sei G = {1,2,3,4,5}, M = {1,2,3} und N = {3,4}. Dann gilt mit
(1.3)

MUN ={1,2,3,4} = {5},
MAN ={4,5'n{1,2,5} = {5},

und mit (1.4)
M\ N ={1,2},

MNN=1{1,2,3}n{1,2,5} = {1,2}.

1.3.1.1 Mengensysteme

Mengen, deren Elemente selbst wieder Mengen sind, werden Mengensysteme genannt.
In den wichtigsten Fillen sind alle Elemente eines Mengensystems (gekennzeichnet durch
Unterstreichung, z.B. M) Teilmengen einer gegebenen Menge M, z.B. (endliches Men-
gensystem):

MZ{Ml,MQ,...,Mn}, M, CcM, i=1,2,....n

Fafit man alle Teilmengen einer Menge M zu einem Mengensystem zusammen, so wird
dieses System Potenzmenge der Menge M genannt.

P(M) = {X| X € M}
Beispiel 1.3 Zu M = {1,2,3} gehort die Potenzmenge
P(M) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, M}.
Die Potenzmenge P(M) enthélt 2" Mengen, wenn M eine endliche Menge mit n Ele-

menten ist. Dies kann mit Hilfe der Kombinatorik nachgewiesen werden.

Bekanntlich gibt es (Z) Moglichkeiten, aus einer Menge mit n Elementen Teilmengen
mit k£ Elementen zu bilden. Die Potenzmenge besitzt somit

<0> leere, <1> einelementige, <2> zweielementige, - - -, < > n-elementige
n

Mengen, insgesamt also

n
m = kz_o (Z) Elemente.

Mit Hilfe der binomischen Formel,

n

(a+0)" = Z (Z)akb"_k und a=b=1 folgt m =2".
k=0

© Dr. Leibner P~ @LL



10 1 Logischer Schaltungsentwurf

1.3.2 Algebraische Strukturen

Eine algebraische Struktur wird definiert durch eine Menge A, Trigermenge genannt
und eine oder mehrere Operationen (z.B. x,0,®, +, ) auf dieser Menge.

Dabei muf} fiir
1 €A und a29€ A zB. 21 Px9g=1x3¢€ A erfiillt sein.

Jede algebraische Operation auf A, wie z.B. @, ist eine Abbildung ¢ = ® aus A x A
nach A:
Q:AXA—>A bzw. p: AxA— A

So gilt z.B.
B(x1,x2) = o(x1,22) = T1 B T2.

Beispiel 1.4 Aus zwei Mengen M und N wird eine neue Menge gebildet, wenn jedes
Element x € M mit jedem y € N zu einem geordneten Paar (x,y) kombiniert wird.
Die Menge aller mdglicher Paare heif$t kartesisches Produkt von M und N:

M x N ={(z,y)|re MANye N}
Fiir M = {1,2} und N = {2,3,4} gilt dann z.B.
M x N =1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4) }.
Das kartesische Produkt kann leicht auf mehrere Faktoren erweitert werden:
My x My x -« My, ={(x1,22,...,25) |21 € M1 A... Axyy € My}

Die Elemente (x1,22,...,x,) werden geordnete n-Tupel genannt.

Wird zwei Elementen einer Menge A ein weiteres Element x5 durch z; @ x2 zugeordnet,
so spricht man von einer zweistelligen Operation.

Eine einstellige Operation ist z.B. die Negation einer reellen Zahl:
flz)=—x; xzeR

Als nullstellige Operation wird z.B. die Auswahl einer bestimmten Zahl z € R (z.B.
x = 1) oder einer Teilmenge von R (z.B. ,z ist eine gerade Zahl“) bezeichnet.

Sind n Operationen ¢1,...,p, auf einer Menge A mit den jeweiligen Stellenzahlen
ki,...,k, definiert, so spricht man von einer universellen algebraischen Struktur
(Algebra) des Typs (ki, ..., ky) und bezeichnet sie mit dem Struktursymbol

(A, 01,02, .., 0n).

Eine universelle algebraische Struktur vom Typ (2,2,1,0,0) ist z.B.

[(P(M),0,0,7,0, M)]. (1.8)

P~ @LL © Dr. Leibner



1.3 Mathematische Grundlagen 11

M ist dabei eine beliebige (endliche) Menge. Auf der Trégermenge P(M) sind fiinf
Operationen @1, ..., s definiert:

w1 = U : Vereinigung, k1 =2;
w2 = N : Durchschnitt, ko = 2;
w3 =~ : Komplementbildung, ks =1;
w4y = O : Auswahlvon ) C M, ky=0;

ws = M : Auswahlvon M C M, k5=0;

Die so definierte Algebra heifit (endliche) Mengenalgebra.

Sind zwei Algebren vom gleichen Typ, so werden sie isomorph (gleichgestaltig) genannt.

1.3.2.1 Boolesche Algebra

Eine Boolesche Algebra ist vom gleichen Typ wie die Mengenalgebra. Sie wird mit

[(B,V,A,0,1)] (1.9)

angegeben. Die Operationen V, A,”, 0,1 haben folgende Figenschaften:

a) Die zweistelligen Operationen V und A (Disjunktion und Konjunktion) sind as-
soziativ und kommutativ. Auflerdem ist jede der Operationen distributiv und
adjunktiv beziiglich der anderen (— (1.2)).

b) Fiir die einstellige Operation ~ (Negation) gilt fiir alle x € B

V=1 und zAZ=0 (— (1.7)).

¢) Durch die beiden nullstelligen Operationen werden die neutralen Elemente festge-
legt. Fiir das neutrale Element der Disjunktion wird 0, fiir das der Konjunktion
1 gewihlt. Es gilt also

zVO0=z und zAl=z (— (L.7)).

Die Mengenalgebra (P(M),U,N,", 0, M) ist somit eine Boolesche Algebra. Man kann
leicht nachpriifen, daf sie alle oben notierten Eigenschaften hat, wenn man B mit P(M),
V mit U, A mit N usw. identifiziert. Beide Algebren sind isomorph.

Wegen der Isomorphie zur Mengenalgebra kann es keine endliche Boolesche Algebra mit
einer beliebigen Anzahl von Tragerelementen = € B geben, da die Anzahl der Elemente
beider Tragermengen gleich sein mufl. Fiir die Potenzmenge einer Menge M mit n
Elementen ist sie 2". Demnach kann die Menge B nur 2,4,8, ... Elemente enthalten,
nie jedoch 3,5, .. ..

Beispiel 1.5 FEs ist eine Struktur (B, V,A,7,0,1) mit B = {0, a,b, 1} gegeben. Da B vier
Elemente hat, kann nur die Potenzmenge einer zweielementigen Menge M = {«, 3}
Triger der isomorphen Mengenalgebra (P(M),U,N,", 0, M) sein. Fiir die Mengenalge-
bra ergeben sich die Operationstafeln in Tabelle 1.3.

© Dr. Leibner P~ @LL



12 1 Logischer Schaltungsentwurf

Ul ® {of 83 M 0 |0 {af {8 M |0 {a} {8} M
0 0 {o} {8} M 0 [0 0 0 0 | M {3} {a} 0
{a} | {a} {a} M M {a} |0 {a} 0 {a}
By | {8y M By M {B}|0 0 {8} {8}
M| M M M M M|0 {a {8 M

Tab. 1.3: Operationstafeln der Mengenalgebra

Zur Bestimmung der Tafeln der Booleschen Algebra (— Tab.1.4) wird die Isomorphie
ausgenutzt. Es muf dann lediglich O durch 0, {a} durch a, {5} durch b sowie U durch
V, N durch A, das Komplement durch die Negation und M durch 1 ersetzt werden.

_‘0
1

a b 1
‘baO

— o2 Ol<
= ot OO
= = Q Q|
— o o o
Ty
— o Ol >
O O O OO
Q O Q O
St o O O

Tab. 1.4: Operationstafeln der Booleschen Algebra

1.3.2.2 Schaltalgebra

Die wichtigste Boolesche Algebra ist die Schaltalgebra. Ihre Trigermenge enthélt nur
die Elemente 0 und 1.

(B? \/’ /\?_7 07 1) = ({07 1}? \/’ /\7_’ O’ 1)
Die Schaltalgebra ist dann zu einer Mengenalgebra mit einer einelementigen Menge

M = {m} und der zweielementigen Potenzmenge P(M) = {{), M} isomorph. Die Ope-
rationstafeln der Schaltalgebra und der zugehtrigen Mengenalgebra sind in den Tabellen

1.6 und 1.5 gegeben.
10 M
M 0

Tab. 1.5: Operationstafeln der Mengenalgebra fir M = {m}

— ol < isc
SN

SRR
— o> iSD
=l isi

Tab. 1.6: Operationstafeln der Schaltalgebra

Die wichtigsten Rechenregeln (1.10) der Schaltalgebra folgen unmittelbar aus (1.2).
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1.3 Mathematische Grundlagen 13

(@) (@Vy)Vz=aV(yVaz) (zy)z = x(y2)
(b) rVy=yVux Ty = yx

(c) xVay =x; z(zVy)=u

(d) zVyz=(zVy)(xVz);, x(lyVz)=zyVaez
(e) xVI=1; xx =0

() V0 =u; tANl=2x (1.10)
(2) 0=1. =0

(h) TVYy =Ty TYy=1VYy
(i) xVzr=ux AT =1

(j) xV1=1; tAN0=0

(k) =z

Da die Konjunktion (— Tab.1.6) der Multiplikation natiirlicher Zahlen formal gleich ist,
kann das Symbol A weggelassen werden. Es wird dann anstatt xzs A x9 A 21 verkiirzt
r3roxy geschrieben.

Genauso konnte man V durch + ersetzen. Da sich die Addition von der Disjunktion
jedoch fiir 1V 1 = 1 unterscheidet, wird im folgenden V beibehalten.

Werden in (1.10) die Operationen und neutralen Elemente ausgetauscht,
AS YV und 0551,

so gehen die Regeln fiir die Disjunktion in die der Konjunktion iiber und umgekehrt.
Jede giiltige Beziehung hat folglich immer auch einen dualen Partner. Dieses Gesetz
wird Dualitéitsprinzip der Booleschen Algebra genannt.

1.3.3 Schaltfunktionen

Eine reelle Funktion f von n Variablen wird durch eine Abbildung von R™ nach R
definiert:

f:R" SR, f(x)=y mit x=(x1,22,...,2,)  €R" und yeR
Fiir eine n-stellige Schaltfunktion gilt analog
f:B" =B, f(x)=y mit x=(z1,22,...,7,) €B” und yeB=/{01}.

Eigenschaften einer Schaltfunktion:

a) Der Definitionsbereich B" = {0,1}" umfafit 2" Werte, da jede der Variablen in

x = (21,T2,...,2,)" die Werte 0 und 1 annehmen kann.
b) Der Wertebereich wird durch die Menge B = {0,1} gebildet und enthilt 2 Ele-
mente.

c) Die Menge aller n-elementigen Schaltfunktionen entspricht damit der Menge aller
Abbildungen aus einer 2"-elementigen Menge in eine 2-elementige. Dafiir gibt es
2(2") Moglichkeiten (— Tab.1.7, fiir n = 2).
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14 1 Logischer Schaltungsentwurf

d) Die Schaltfunktionen sind selbst wieder Trigermenge einer Schaltalgebra. Fiir die
Variablen z, y, z in (1.10) konnen folglich auch Schaltfunktionen eingesetzt werden.

10 (10{10}(10|10|10 10| 10}10 10|10 (10|10 |10 |10] 10
00 o ol o o| o ol o ol o o| o ol o ol o
01 o o o o ol o o o o| o o o o o
10 o o o o o o o o o o
11 o o o o ol o o o o o

Tab. 1.7: 22" = 16 mogliche Abbildungen einer 4- in eine 2-elementige Menge.

Beispiel 1.6 Von einer Variablen z gibt es 22") = 4 Funktionen (— Tab.1.8).

z| fol Al fo] fs]
0] 0 1 0 1
10 0 1 1

Tab. 1.8: Menge aller 1-stelligen Schaltfunktionen

Dies sind fo(x) =0, fi(x) ==z, fao(x)=2, wund f3(x)=1.

Beispiel 1.7 Zwei Variable x1,x ergeben 16 mdgliche Funktionen (— Tab.1.9, vegl.
auch Tab.1.7). Die wichtigsten Verkniipfungen der Schaltalgebra, UND, ODER, EX-
OR (Antivalenz), Negation, NAND und NOR, sind in der Tabelle durch Fettdruck
hervorgehoben. Die restlichen Beziehungen kommen vorwiegend in der Aussagenlogik
vor. Sie werden hier nur der Vollstindigkeit halber angefiihrt.

i; 1 (1) (1) 8 i | filx) = fi(x1,22) | Bezeichnung
0000]| O 0 Kontradiktion
00011 1 x1 V T NOR
00101 2 T1T2 Inhibition
0011 3 Z1 Negation
0100 4 T1T9 Inhibition
0101 5 Zo Negation
0110 6 1 D 29 EXOR (Antivalenz)
0111 | 7 T122 NAND
1000 | 8 L1229 UND (Konjunktion)
1001 9 T < T2 Bijunktion
1010110 T2 Projektion
101111 T1 — T2 Subjunktion
110012 1 Projektion
110113 To — X1 Subjunktion
1110114 x1 V o ODER (Disjunktion)
1111115 1 Tautologie

Tab. 1.9: Menge aller 2-stelliger Schaltfunktionen
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1.3 Mathematische Grundlagen 15

1.3.4 Darstellungsalternativen logischer Funktionen
1.3.4.1 Wertetabelle

Da der Definitionsbereich einer Schaltfunktion nur endlich viele Elemente hat, kann die
Funktion durch eine endliche Tabelle vollstéindig beschrieben werden.

Die bindren Werte
Inin_1...1211 € B", ij eB= {0,1} fir je€ {1,2,3,...,77,}

der 2™ Elemente des Definitionsbereichs numerieren dabei in ihrer dezimalen Schreib-
weise
tnln—1...1911 = Bin(i), 1 € Ny

die Zeilen der Wertetabelle durch. Sie erhilt damit folgendes Aussehen:

) TpTp—1 """ TaT1 y = f(z1,22,...,2p)

0 00 --- 00 7(0,0,...,0,0)

1 00 --- 01 £(1,0,...,0,0)

D 00 --- 10 £(0,1,...,0,0)

3 00 --- 11 F(1,1,...,0,0)

) ininfl . "iQil = Bin(i) f(il,ig,...,infl,in)
o _ 1 1 --- 11 1,1, 1,1)

Tab. 1.10: Wertetabelle einer logischen Funktion

Zur vollstdndigen Charakterisierung einer n-stelligen Schaltfunktion reicht es, die Teil-
menge [y C I derjenigen Indizes anzugeben, fiir welche f(i1,42,...,ip—1,1,) = 1 ist.

Beispiel 1.8 Durch die in der rechten Spalte der 1 ‘ ToT1 ‘ f(z1,22)
Wertetabelle 1.11 enthaltenen Funktionswerte ist eine 0| 00 1
zweistellige Schaltfunktion f : B?> — B, y = f(x1,x2) 11 01 0
gegeben. Der Definitionsbereich ist durch die Indez- 2| 10 1
menge I = {0,1,2,3} gegeben, die Funktion selbst wird 3| 11 0

durch die Teilmenge Iy = {0,2} C I bestimmdt. Tab. 1.11: Wertetabello

1.3.4.2 Algebraische Darstellung durch Normalpolynome

Unter einem Polynom wird die Verkniipfung der Variablen z1, zo, ..., z, sowie der Kon-
stanten 0 und 1 durch die Operationssymbole V, A und ™~ verstanden, z.B.,

f(:l:) = (1'4.%3 V gﬁl)xl ALVO= (.%'41‘3 V .fl)l'l = X4T3T1.- (1.11)
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16 1 Logischer Schaltungsentwurf

Das Polynom wird von n = 4 Variablen erzeugt. Es miissen dabei nicht alle Unbekannten
vorkommen (zg fehlt zum Beispiel). Das von 4 Variablen erzeugte Polynom ist eine
Schaltfunktion. Dies 148t sich durch das Aufstellen ihrer Wertetabelle (— Tab.1.12)
leicht tiberpriifen.

i | wqxsrowy | f(x) i | xqxswexy | f()
0 0000 0 8 1000 0
1 0001 0 9 1001 0
2 0010 0 10 1010 0
3 0011 0 11 1011 0
4 0100 0 12 1100 0
5 0101 0 13 1101 1
6 0110 0 14 1110 0
7 0111 0 15 1111 1

Tab. 1.12: Wertetabelle des Polynoms f(x) = (x423V Z1)z1 A1V O

Jedem Polynom ist eine Schaltfunktion eindeutig zugeordnet. Dies gilt jedoch nicht
fiir die Umkehrung, da jede Schaltfunktion auf verschiedene Art und Weise (— (1.11))
durch ein Polynom dargestellt werden kann.

FEine eindeutige Darstellung einer Schaltfunktion ist mit Hilfe spezieller Polynome, so-
genannter Minterme, moglich.

Ein Minterm m; wird wie folgt definiert:
mi = mi(T1,T2,...,Ty) = xlnxi”:ll el = (1.12)
Dabei gilt wieder
iel=1{0,1,2,...,2" =1} und ipip_1...91 = Bin(7).
Weiter wird vereinbart, da8 fiir beliebige j € {1,2,...,n}
0

z; =z; und J,‘Jl =x; gelten soll (positive Logik).

12,01

Beispiel 1.9 In der nebenstehenden Ta- 7 ‘ Tolq ‘ Ty X =my
belle (— Tab.1.13) sind alle Minterme 0| 00 | 2920 = 2921 =mg
einer Funktion von zwei Variablen an- 1| 01 a:gw% = Tox1 =My
gefiihrt. 2 10 x%x(l) = ToT1 = Mo
3| 11 | 2dal = zom =mg3

Tab. 1.13: Minterme

FEin Minterm ist folglich ein Polynom, das aus der Konjunktion aller n Unbekannten
gebildet wird, wobei diese auch negiert sein diirfen.

Beispiel 1.10 Es gilt z.B.

a) ms(z1, 12, r3) = irdrl = 237271 Mit Bin(5) = 101 und
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1.3 Mathematische Grundlagen 17

b) ms(x1, e, 73, 74) = 223232} = T4Z320m1 Mmit Bin(3) = 0011.
Ein Minterm nimmt nur fiir eine bestimmte Belegung der Variablen den Wert 1 an, fiir
alle iibrigen Belegungen hat er den Wert 0:

mi(ﬂcl,wz, ce

x ) . 1 fiir Z'nl'n,1 .. .’L'Qil = Bln(l)
L0 sonst

Mit Hilfe der Minterme kann nun die Schaltfunktion f(x) eindeutig dargestellt werden.
Diese Darstellung wird Kanonische Disjunktive Normalform (KDNF) genannt.

flz1, ..., xn) =V mi(xr,...,2p) (1.13)
icly

Die KDNF ist eine disjunktive Verkniipfung von Konjunktionstermen. Das Wort kano-
nisch wird hier im Sinne von eindeutig verwendet.

Beispiel 1.11 Durch die Tabelle 1.14 ist eine i | xszoxy | f | f
Schaltfunktion gegeben. Es gilt Iy = {1,5,7}. 0] 000 0|1
Damit folgt fiir die KDNF: 1 001 110
2 010 0|1

f@) =\ ma(ar, @, xs) 3 o011 |01
i€{1,5,7} 4 100 0|1

= m1VmsVmy 9 101 110

= 292921 v xlaQal v alalal 6 110 011

= Z3T2x1 V x3T2x1 V T3T2Xq 7 11 L]0

Tab. 1.14: Wertetabelle

Fiir zwei n-stellige Minterme gilt weiter

A L my falls =7
m; Am; = { 0 sonst, (1.14)

z.B. fiir n = 3,
mi1 A ms = T3ToT1T3Tox] = T3x3 Tox1 = 0
~
0

FEine weitere zweistufige Normalform zur Darstellung von Schaltfunktionen ist die Ka-
nonische Konjunktive Normalform (KKNF). Die KKNF ist eine konjunktive Ver-
kniipfung von Disjunktionstermen. Sie folgt unmittelbar aus dem Dualitédtsprinzip der
Booleschen Algebra.

fl@r,zn) = A\ mi(z,. .. 2) (1.15)
i€y

Beispiel 1.12 Fir die Schaltfunktion aus dem vorherigen Beispiel wird die KKNF auf-
gestellt. Es ist Iy ={0,2,3,4,6}. Damit folgt

flx) = /\ mi(21, 2, T3)

i€{0,2,3,4,6}
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18 1 Logischer Schaltungsentwurf

= mg /A mog ANmg A\ myg/N\mg

— 20,00 A 0,10 A .0..1..1 1,.0,.0 A 21..1..0
= X3%5%7] N X3x5x7 N\ X357 N\ L3527 N\ L3527

= X3T2T1 N\ T3X2X1 N\ T3xo2x1 N\ 3X2T1 N\ T3T2X1
= (.1‘3 V 2 V l‘l)(l‘gg V T2 V $1)($3 V T2 V i’l)(i‘gg V a2 V wl)(i‘g V To V xl)

Das gleiche Ergebnis erhdlt man durch das Aufstellen der KDNF von f (siehe Tabelle
1.14) und anschliefendem Negieren der Funktion f:

T3ToZT1 V T3x2X1 V T3Tox1 V T3T2ZT1 V X3T2X1

T3Tox1 V T3x2X1 V T3Tox1 V T3Tox1 V T3T2L1
= (1'3 V xo V 1‘1)(%3 V T2 V .%'1)(1'3 V T2 V i‘l)(.fg V 2 V .%'1)(.@'3 V T2 V 1'1)

— TR
I

Durch das erste Negieren wird Iy erzeugt, durch das zweite die KDNF mit (1.10h) in
eine KKNF umgerechnet. Die negierten Minterme m; werden Maxterme genannt.

1.3.4.3 Karnaugh-Diagramm

Karnaugh-Diagramme stellen einen graphischen Ersatz fiir die Wertetabelle dar. Sie
werden zur Vereinfachung von Schaltfunktionen verwendet. Durch die Vereinfachung
erhélt man Schaltfunktionen mit weniger Unbekannten und weniger Operationen. Dies
verringert den Realisierungsaufwand und damit die Kosten fiir die Herstellung der Schal-
tung. Da die Diagramme mit zunehmender Anzahl der Variablen schnell sehr grof}
werden, ist ihre Verwendung nur bis zu n = 5 sinnvoll. Die Tafeln der Karnaugh-
Diagramme werden induktiv durch Spiegelung gebildet. In jedem Schritt wird das
Karnaugh-Diagramm durch eine Spiegelung (— Abb.1.3, 1.4, 1.5, 1.6 und 1.7) verdop-
pelt. Die jeweils neu hinzukommende Variable hat in der alten Tafel den Wert 0, in der
neuen den Wert 1. Gespiegelte Késtchen werden in der Reihenfolge der urspriinglichen
weitergezéhlt.

Die Darstellung und Minimierung einer Funktion durch Karnaugh-Diagramme wird
nachfolgend anhand einiger Beispiele erldutert.

Beispiel 1.13 Fiir eine Variable x1 hat die Wertetabelle zwei Zeilen. Jede dieser Zeilen
wird im Karnaugh-Diagramm durch ein Kdstchen reprisentiert. Die Zeilennummerie-
rung erscheint wieder in der rechten unteren Ecke der Kdistchen. Durch x1 wird der
Bereich im Karnaugh-Diagramm markiert, in dem z1 den Wert 1 hat (im nicht mar-
kierten Feld ist 1 somit 0).

X
i| @] f(z1) !
0] 0 0 1
1 ‘ 1 ‘ 1 ol “ ]
i
flz1) =21 Abb. 1.3: K-Diagramm einer Variablen

Beispiel 1.14 Durch die Hinzunahme einer weiteren Variablen xo wird die Anzahl der
Zeilen und Kdstchen verdoppelt.
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. X
i| @y my | flay,a0) !
0] 0 o0 0 m
110 1 1 0 1
201 0] 0 @ <
301 1 1 o]~ 77
N~
T1,x = mi1Vmg=2Tox1V ToT
;E ! 2; (1 y 3) SR Abb. 1.4: K-Diagramm zweier Variablen
x1,T2) = (T2V X2)T1
f(z1,22) = x1 (DNF) Das Zusammenfassen benachbarter Felder

entspricht dem Verschmelzen der beiden
Minterme m1 und ms.

Dabei fillt die Variable xo heraus. Die minimierte Funktion wird als DNF bezeichnet.

Beispiel 1.15 In den Mintermen mg, ma, mgq und mg gilt 1, in den Mintermen my,
my, ms und my entsprechend To. Der Durchschnitt der durch die Minterme gebildeten
Flichen enthdlt mg und my. Diese bilden die Funktion, da sie den Wert 1 haben. Es
konnen folglich auch Terme tber den Rand hinweg zusammengefaf$t werden.

f(x1, 22, 23) | X1 |
; EY \L,
— 0 1 5 4
2 6 X2\
X, J

Abb. 1.5: K-Diagramm dreier Variablen

=
w
8
N
8
k

O TR W N R O,
H R R RO O OO
_— =0 OO,k OO
— O, O R ORFRO

S oo~ O OO

f(.’l?) = I3T2%1 V T3T2T1
f(.’l?) = o1 (DNF)

Durch die Spiegelung des Karnaugh-Diagramms (— Abb.1.4) um die angegebene Achse
entsteht ein neues Diagramm (— Abb.1.5) mit der doppelten Anzahl von Kdstchen.

Das Kdstchen mit der Nummer O wird von links oben nach rechts oben gespiegelt. Es
erhdlt dann die Nummer 4. Das mat der 1 kommt von Position zwei von links nach
zwei von rechts und erhdlt die Nummer 5. Auf die gleiche Art und Weise wird die
Nummerierung der restlichen Kdistchen fortgesetzt.

Beispiel 1.16 Es konnen 2,4,8 usw. Felder zusammengefafst werden. Die resultieren-
den Konjunktionsterme werden dabei um 1,2,3 usw. Variable kiirzer.
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) T4 I3 T2 X1 f(a:)
0j]0 0 O O 0
110 0 0 1 1
210 0 1 0 0
310 0 1 1 1
410 1 0 O 0
510 1 0 1 1 Xy
610 1 1 0 0
710 1 1 1 1
811 0 0 O 0
911 0 0 1 0
101 0 1 O 0
11|11 0 1 1 0
121 1 0 O 0
13/1 1 0 1 0
401 1 1 ol o0 f@) =
51 1 1 1 0
flx) =

10

13 12

T4T3T2X1 VI4T3T2X1 VI4T3T2X1

VI423T221
(DNF)

T4

Beispiel 1.17 Die Schaltfunktion aus dem Karnaugh-Diagramm von fiinf Variablen (—
Abb.1.7) ist nachfolgend gegeben. Die zusammengefafiten Minterme stehen jeweils unter

den Konjunktionstermen.

X5
Xy Xy
1
0 1 5 4 20 21 17 16
1 1 1
2 3 7 6 22 23 19 18 o ,
Xyl 1 1 1
10 1 15 14 30 31 27 26
1 1 1 1 1
8 9 13 12 28 29 25 24 \

Abb. 1.7: K-Diagramm von fiinf Variablen

f(ib) = T522%1 V T329%T1 V T4X2x1 V T5X3T2T1
—_——— e e

2,6,10,14 2,10,18,26 9,13,25,29

20,28

(1.16)

Wird eine durch eine Wertetabelle oder als KDNF gegebene Schaltfunktion optimiert,
so erhidlt man die Disjunktive Normalform (DNF) der Funktion. Diese ist im

Gegensatz zur KDNF nicht mehr eindeutig.
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Um zur Konjunktiven Normalform (KNF) zu gelangen, werden die leeren Felder im

Karnaugh-Diagramm (Minterme der negierten Funktion f) zur DNF zusammengefaf3t
und diese anschlieBend nochmals negiert.

Beispiel 1.18 Die DNF' der Funktion (— Abb.1.8) ergibt sich zu
f(a:) = x311 V 23T2 V T2X1.

Das Zusammenfassen der leeren Kistchen (— Abb.1.9) fihrt zur DNF der negierten
Funktion -
f(x) = T321 V T3T2 V To.

Nochmaliges Negieren ergibt die KNF':

fla@) =T = (w3 V1) (w3 V w2)(za V 1)

X1 X1 |
)
1 V) [\
Y 1
(1 L 1) X2 \_ %2
X3 X3
Abb. 1.8: K-Diagramm von f(x) Abb. 1.9: K-Diagramm von f(x)

Um von einer DNF wieder zur KDNF zu gelangen, werden die Konjunktionsterme um
die fehlenden Variablen erweitert.

Beispiel 1.19 Aus der DNF der Funktion aus dem vorhergehenden Beispiel berechnet
sich die KDNF wie folgt:

f(ar:) = 2311 V 322 V X221 (DNF)

f(a:) = 1‘3(1‘2 V fg)l‘l Vv 5631‘2(1‘1 V i‘l) V (563 Vv fg)xgﬁl?l

f(m) = 232921 V 23T2x1 V T3X2X1 V T3T2X1 (KDNF)

1.3.4.4 Ringsummen

Rinsummen entsprechen ihrem Erscheinungsbild nach den disjunktiven Normalformen.
Es werden lediglich die Operatoren V durch & ersetzt. So ist z.B. die rechte Seite von

rVy=xrx0ydry

eine Ringsumme. Die Darstellung einer Schaltfunktion durch eine Ringsumme ist oft
kiirzer als die entsprechende DNF oder KNF. Fiir die schaltungstechnische Realisierung
werden dadurch weniger Gatter bendtigt. Dies senkt die Kosten fiir das Chip, den
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Testaufwand und das Gehduse. Die Chipkosten werden durch den geringeren Halblei-
terverbrauch, der Testaufwand durch die geringere Anzahl von Fehlermoglichkeiten und
die Geh#usekosten durch kleinere Gehduse mit weniger Anschliissen gesenkt. Fiir die
Antivalenz gelten folgende Umrechnungen:

rdy = zyVay=(zVy)(zVy)

7 (1.17)
rTPDy = xyVvVzey

Die Umrechnungen folgen unmittelbar aus Tab.1.15.

Ty ‘ Ty ‘ Ty ‘ Ty VvV xy ‘ TDYy
00| O 0 0 0
01] 0 1 1 1
10| 1 0 1 1
11| 0 0 0 0

Tab. 1.15: Wertetabelle der Antivalenz

Jede Schaltfunktion kann mit Hilfe der Entwicklungsséitze von Shannon in eine
DNF oder eine Ringsumme umgerechnet werden.

flry, oo xgy o xn) = xif(e,.. 1, xn) VEf(1,...,0,. . 2) (1.18)
flxy, .oz xn) = xif(xy,..., 1, 0, 20) T f(z1,...,0,...,2p) '

Der Beweis von (1.18) erfolgt durch das Einsetzen einer 0 bzw. 1 fiir z;. Fiir z; = 1 fallt
der zweite Teil der rechten Seite weg und es bleibt

f(wlv"'vlv"'vxn):f(wlv"'vlv"'vxn)
stehen, fiir z; = 0 wird der vordere Teil der rechten Seite 0 und damit
flxy,...,0,.. . xp) = f(z1,...,0,...,2p).

Durch (1.17) und (1.18) werden die wichtigsten Rechenregeln fiir Antivalenzen be-
stimmt.

(a) r®0 = =z
(b) @l = 7
(c) rdr = 0
(d) r®dz = 1
(e) TRy = Yy (1.19)
(f) xy = z®Yyd(xVy)
(2) z(y®z) = zyPdaxz (Distributivgesetz)
(h) xVy = vQydry
i) vew)(zdy) = vrdvydwrdwy

Die Gleichungen (1.19a-¢) koénnen direkt mit (1.17) nachgewiesen werden. So gilt z.B.
fiir (1.19a)
z®0=(xA0)V(ZA0)=u.
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Die restlichen Gleichungen ergeben sich aus (1.18). Wird z.B. in (1.19f) die rechte Seite
nach z entwickelt, so folgt

flz,y) = z(1eyel)Vvz(0oydy)

—— ~—~—
7 y
= (oY Vi(ydy)
—— —
Y 0
= zy.

Das Distributivgesetz (1.19g) kann mit (1.17) nachgewiesen werden. So gilt fiir die linke
Seite
z(yz VvV gyz) = xyz V xyz

und fiir die rechte
Ty dbrz = zYrzVITYrz
= a2y(zVz)V(ZVyez
= xzyz VvV xyz.

Die restlichen Beziehungen folgen auf die gleiche Art und Weise.

Beispiel 1.20 Fiir die Funktion
f(a:) = x321 V 2322 V T2Xq

wird die Ringsummendarstellung mit (1.18) durch Entwicklung nach x1 berechnet. Es
folgt

f(m) = xl(xg Va3V x2$3) D i‘l(xgxg)
To V I3
= 5131(562 ©® 3 D :szg) ©® (331 ) 1):1:2533
= T1Z2 Q2173 O T17273 O T17273 DT2T3
0

= X321 D x3x2 D T2X7.

Fiir diese spezielle Funktion mujte lediglich V durch @ ersetzt werden. Dies gilt jedoch
nicht allgemein!

Liegt die Schaltfunktion als KDNF vor, so erhélt man eine eindeutige Ringsummendar-
stellung, indem man V durch & ersetzt.

flay,..oxn) =V mi(xr,...,xn) = @ mi(x1, ..., 20) (1.20)
i€l i€l

Dies kann mit Hilfe der vollsténdigen Induktion leicht nachgewiesen werden.

Wegen (1.14) gilt fiir i # j

m;Vm; = m; S m;dmm;
——r
0
= m; & mj;.
-
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Als Induktionsannahme soll dies auch fiir & Minterme gelten und m; nicht in fj vor-
kommen. Dann folgt

(mo®my & ...®mg_1)m; = fym; = 0.

k:—r‘rrlal

Der Induktionsschlufl nach &k + 1 liefert mit (1.19h)

frr = frVmj = f ®m; @ fim; = fr, @ m;.
0

Beispiel 1.21 Fir eine Funktion als KDNF gilt somit die folgende Substitution der
Operationen:

f(:n) = x3%2x1 V T3X2X1 V X3T2x1 V T3X2L1

= X3%271 D X3T2T1 D T3T2X1 D T3xT2X1

Die KDNF, KKNF und die aus der KDNF gewonnene Ringsummendarstellung sind
jeweils bis auf die Reihenfolge der einzelnen Terme eindeutig.

Beispiel 1.22 Die Funktion

f(x) = (T423 V 22) (T3 V 12)

kann mit Hilfe von (1.18) in eine DNF bzw. Ringsumme umgerechnet werden. Es folgt
fiir die Entwicklung nach o

f@) = wall) @z, [Tazsws)
= X9 P T2 [($4 V 53)3_63} =22 D T9 [3_64$3 V .1‘3]
= ToDPx3T2o=T2D (xg & 1)%3
= XoDx3Pr3Tre =23V Iy.
—_—

Ringsumme DNF

1.3.5 Minimale Normalformen

Aus den bereits erwdhnten Kostengriinden ist man immer bestrebt, moglichst kurze
Schaltfunktionen mit wenigen Operationen und Variablen zu erhalten. Eine Verkiirzung
und damit Optimierung der Schaltfunktion wird durch das Verschmelzen von benachbar-
ten Mintermen erreicht. Dies ist rechnerisch oder mit Hilfe von Karnaugh-Diagrammen
moglich. Beide Methoden sind aus Komplexitétsgriinden nur fiir Funktionen von we-
niger als 6 Variablen sinnvoll. Die praktisch vorkommenden Félle von 10, 20 oder 30
Eingangsvariablen erfordern den Einsatz eines Rechners und eines passenden Optimie-
rungsprogramms. Ein Algorithmus, der in einem Programm implementiert werden kann,
ist das nachfolgend beschriebene Quine-McCluskey Verfahren.
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Zur Beschreibung des Verfahrens wird der Begriff Primterm benétigt. Ein Primterm
(auch Primimplikant genannt) ist ein kiirzester, formal nicht mehr teilbarer Konjunk-
tionsterm einer Funktion f(x). Im Karnaugh-Diagramm entspricht einem Primterm ein
grofites zu einem Konjunktionsterm gehorendes Feld.

Lt
Beispiel 1.23 Die vm nebenstehenden Karnaugh— 1i‘
Diagramm zusammengefafsten Minterme sind alle N__| /)
Primterme der Funktion f(x) = x4x3%1V x423T2 V K
T3T2T1V TaxaVTax1V Tox1. Die Terme T4x1 sowie (1 \ 1 1/,' l 1)

43Ty und x3x9T1 (gestrichelt) sind dabei iiber-
fliissig, da ihre Minterme bereits in den anderen

Primtermen enthalten sind. Die Funktion wird da- F — 1
1

her durch f(x) = x4x3T1 V Tax V Toxy vollstin-
dig beschrieben. Ein Verfahren zum Auffinden aller | |
Primterme folgt im ndchsten Abschnitt.

>
S
EE

Abb. 1.10: Primterme von f(x)

1.3.5.1 Quine-McCluskey Verfahren

Primterme entstehen durch das Zusammenfassen einer maximalen Anzahl von Minter-
men einer Funktion f(x). Dies ist auch der Grundgedanke des Verfahrens von Quine-
McCluskey.

Dabei wird zunéchst zu jedem Minterm m; ein Minterm m; gesucht, der sich von m; in
genau einer Variablen unterscheidet (z.B. unterscheidet sich x3xoZ; zu z3zex; in 7).
Dann gilt

m; Vm; = mi,j(xk V .i‘k) = mj,j,

wobei m; j kein Minterm mehr ist, da er xj; nicht mehr enthélt. Anschlieend versucht
man die verkiirzten Terme m; ; mit weiteren my; zu verschmelzen

mi; VMg =M k1 (Tm V Tm) = M4 i

so dafl immer kiirzere Konjunktionsterme entstehen. Die Terme, die dann nicht mehr
weiter zusammengefafit werden konnen, sind die Primterme der Funktion.

Beispiel 1.24 Fiir das vorhergehende Beispiel werden mit Hilfe des Quine-McCluskey
Verfahrens alle Primterme der Funktion bestimmt (— Tab.1.16). Dazu werden zundchst
alle Minterme der Anzahl der Einsen nach zeilenweise angeordnet. Anschlieffend wird
versucht, alle Terme aus der ersten Gruppe mit allen Termen der zweiten zu verschmel-
zen. Das Ergebnis wird in die zweite Spalte (m; ;) eingetragen und die Terme m; und
m; in der ersten Spalte abgehakt. Das selbe wird mit der zweiten und dritten, vierten
und fiinften Gruppe, usw. durchgefithrt. Dadurch entstehen in der zweiten Spalte neue
Gruppen, fiir welche der Algorithmus dann wiederholt wird.
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7 m; i,j mi,j i, j, k, l mm-,k,l
1 0001 /| 1,3 00—1 /| 1,357 0——1
2 0010 | 1,5 0-01 | 1537 0-—-1
30011 /| 1,9 —001 +/|15913 ——01
5 0101 | 23 001- +/]195,13 —-01
6 0110 /| 26 0-10 /| 2367 0—1—
9 1001 | 37 0—-11 /| 26,37 0—1—
12 1100 /| 57 01—1 /
7 0111 /| 513 —101 +/
13 1101 /| 67 011— /
14 1110 +/ | 6,14 —110

913 1-01 /

12,13 110—-

12,14 11 -0

Tab. 1.16: Ablauf des Quine-McCluskey Verfahrens

Wenn keine weiteren Terme mehr zusammengefafit werden kénnen, wird das Verfah-
ren beendet. Die nicht gekennzeichneten Terme bilden die Menge der Primterme. Im
Beispiel sind dies

P1 = T3T2X1, P2 = X4L3T2, P3 = T4X3T1, P4 = T4T1, P5 = T2T1, Pg = T4X2.

Das Quine-McCluskey Verfahren bestimmt in einem ersten Schritt alle Primterme einer
Schaltfunktion. Dabei wird zwischen notwendigen und redundanten Termen nicht un-
terschieden. Um eine minimale DNF zu erhalten, mufl daher ein weiterer Berechnungs-
schritt folgen. Zur Veranschaulichung dieses Schrittes werden die Prim- und Minterme
in einer Tabelle (— Tab.1.17) angeordnet. Die jeweils in den Primtermen enthaltenen
Minterme werden aus Tab.1.16 entnommen und in Tab.1.17 durch ein x markiert. Da
die DNF einer Funktion immer alle Minterme (siehe z.B. (1.16)) enthalten muf}, wird nun
versucht, aus Tab.1.17 diejenigen Primterme zu bestimmen, die diese Forderung erfiillen
und gleichzeitig moglichst kurz sind, d.h. viele Minterme enthalten. Mit den so berechne-
ten Primtermen bekommt man dann eine ,, Uberdeckung® (alle Minterme sind enthalten)
der gesuchten Funktion. Die Tab.1.17 wird daher auch Mengeniiberdeckungstabelle
genannt. Ist in einer Spalte nur ein X enthalten, so wird die zugehorige Zeile Kernzei-
le und der Primterm Kernprimimplikant genannt. Da nur der Kernprimimplikant
diesen Minterm enthilt, gehort er sicher zur Funktion f(x). Der Algorithmus lauft wie
folgt ab:

a) Kernzeilen und die betroffenen Spalten werden gestrichen. Sie gehdren zur Menge
der funktionsbildenden Primterme.

b) Dominierende und gleiche (bis auf eine) Spalten werden gestrichen. Zu den do-
minierenden Spalten muf es Spalten geben, deren Primterme (x) eine Teilmenge
der Menge der Primterme der dominierenden Spalte sind. Nach dem Streichen
der dominierenden Spalte wird der gestrichene Minterm von den in der Teilmenge
enthaltenen Primtermen weiterhin iiberdeckt. Gleiche Spalten kénnen aus dem
selben Grund bis auf einen Repriisentanten gestrichen werden.
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c) Dominierte Zeilen werden gestrichen. Zeilen, die eine Teilmenge der Minterme
(x) einer dominierenden Zeile enthalten, kénnen ebenfalls gestrichen werden, da
ja die Minterme in der dominierenden Zeile (nicht gestrichenen) erhalten bleiben.

Der Unterschied zwischen der Zeilen- und Spaltendominanz ist zu beachten. Bei der
Spaltendominanz werden dominierende Spalten (viele x) gestrichen, bei der Zeilendo-
minanz dominierte (wenige x).

Beispiel 1.25 In Tab.1.17 sind mo und mg nur in einer Zeile enthalten. Die zugehdri-
gen Zeilen enthalten die Kernprimimplikanten pg und ps. Die Zeile pg und die zugehdri-
gen Spalten mo, ms, mg und my sowie die Zeile ps mit den Spalten my, ms, mg und
mas konnen gestrichen werden. Der redundante Primterm py fillt dabei heraus. Ubrig
bleiben die Primterme pi, ps und ps mit den Mintermen mio und myy4. Zeile ps ist zu
den beiden anderen Zeilen dominant. Die Zeilen p1 und ps kénnen folglich gestrichen
werden. Die minimale DNF lautet somit:

x)=pgVpsVp3= X429 V ToX1 V 42321
f(@)=psVpsVp

maoVms3VmeVmr mi1VmsVmgoVimi3 mi12Vmiq

mp M2 Mg My Mg My Mg Miz M1z Mig
p1 x x
D2 X X
b3 X X
Py | X X X X
ps | X X X X
D6 X X X X

Tab. 1.17: Primtermtabelle (Mengeniiberdeckungstabelle)

Beispiel 1.26 Fiir die nachfolgend gegebene (— Tab.1.18) Mengeniiberdeckungstabelle
wird eine minimale Zeilenmenge bestimmt.

s1 S2 83 S4 S5 S¢ St S8 S9 S0 S11 S12 S13  S14
21 X X X X
Z9 X X X X
z3 X X X X X
z4 | X X X X X X
25 X X X X X
Z6 | X X X X
27 X X X X
z8 X X X

Tab. 1.18: Mengeniiberdeckungstabelle

a) Die einzige Kernzeile in Tab.1.18 ist z4. Durch ihr Streichen fallen gleichzeitig
die Spalten s1, Sg, Ss, Si0, S12 und s14 weg. Nach dem Streichen bleibt Tab.1.19
Gibrig.
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S2 83 S84 S5 S7 89 S11  S13
Z1 X
23 | X X X X X
zZ5 X X
26 X X X
27 | X X X X
28 X X X

Tab. 1.19: Mengeniiberdeckungstabelle nach Schritt a)

b) Gleiche Spalten sind {s11, s3} und {sg, s7, s2}. Bis auf die mit dem jeweils niedrig-
sten Index werden die identischen Spalten gestrichen. Es bleiben die Spalten ss und
so brig. Dominant ist s13 zu so und s3. Die dominante Spalte s13 wird ebenfalls
gestrichen. In Tab.1.20 sind die restlichen Spalten und Zeilen eingetragen.

c¢) Die Zeile zg ist mit zg identisch und kann damit entfallen. Zeile z7 wird von z3
dominiert, sie kann damit ebenfalls gestrichen werden. Das gleiche gilt fiir z1 und

Z5.

52 83 S84 S5

z X

1 S2 S3 S4 S5
zZ3 X X 2z »; »;
%5 % % zZ5 X X
Z6 X

Z6 X

z7 X
z8 X

Tab. 1.21: — nach Schritt ¢)

Tab. 1.20: — nach Schritt b)

Fine Mengeniiberdeckung wird somit mit den Zeilen {z4, z6, 25, 23} erziell.
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1.4 Logische Schaltungen

Die iibersichtlichste Darstellungsform fiir Schaltfunktionen sind Schaltpldne. Zum Zeich-
nen von Schaltpldnen werden die logischen Operationen zuvor in Schaltsymbole umge-
setzt (— Tab.1.22). Diese werden dann entsprechend der zu realisierenden Funktion
durch Signale (Leitungen) miteinander verbunden. Der Schaltplan einer logischen Schal-
tung nimmt dabei die Form eines gerichteten Graphen an. Die Knoten des Graphen sind
die Operationen bzw. Schaltsymbole, die Kanten die Signale bzw. Leitungen.

Schaltsymbole nach DIN 40900 Teil 12 (IEC 617-12)

kombinatorische Elemente speichernde Elemente
Typ Typ
o o— S —0Q
UND & o SR-Flip-Flop | |F—————1
O— o— R 0-O QN
o o— 1D —0Q
ODER >11o0 | D-Flip-Flop (L— Cl——
O— 0-O QN
C
NICHT | o~ 1 p=
O_
EXOR =1 o
O_

Tab. 1.22: Beispiele fiir Schaltsymbole

Logische Schaltungen werden in Schaltnetze (kombinatorische Automaten) und in
Schaltwerke (sequentielle Automaten) eingeteilt. Schaltwerke enthalten speichernde
Elemente (z.B. Flip-Flops), Schaltnetze nur kombinatorische (Gatter).

1.4.1 Kombinatorische Schaltungen

Ein Schaltnetz ist eine Anordnung, welche die Werte von logischen Variablen an ihren
Eingéingen zu logischen Ausganswerten verkniipft. Da die Anordnung riickfithrungs-
frei ist (— Abb.1.11), kann ihr logisches Verhalten durch Schaltfunktionen eindeutig
beschrieben werden.

X077 oY
: Schaltnetz :
XnC ] —O¥m
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Abb. 1.11: Schaltnetz
Dem Schaltnetz entspricht somit folgendes System von Gleichungen:

Y1 fl(m) T
y= : = : = f(x) mit x = :
Ym fm<m) Tn

Beispiel 1.27 Ein Halbaddierer (HA) ist durch seine Wertetabelle (— Tab.1.23) bzuw.
die Schaltfunktionen

s; = a;b; vV CLZ'EZ' =a;, Db und ui41 = a;b;

gegeben.
a; bz S; Ui4+1 =1 —© Si aio_
0 00 0 b; o HA os;
0O 1]1 0 b;o—
1 01 0
1 110 1 (g
B & o u. 4 Ui+1
Tab. 1.23: Wertetabelle des HAs

Abb. 1.12: Schaltnetz und Symbol des HAs

Das i-te Summenbit ist s;, u;y1 ist der i + 1-te Ubertrag (— Abb.1.12).

Beispiel 1.28 Fin Volladdierer (— Tab.1.24) ist ein weiteres Beispiel fiir ein einfaches
Schaltnetz.

Sy 4
a; biowg | s wiy uig || s win 1 1
0 0 00 0 0 |0 0
o0 1l0 o o0 |1 o0 1 1 b;
0 1 0|1 o0 o1 o
0 1 1|1 o 1 o 1 aj
1 0 0|1 O 0o |1 o0 a. . w
1 0 1]/1 0o 1 o 1 i+l '
1 1 00 1 0 |0 1 1)
1 1 1]0 1 0o |1 1
(L[] )b
Tab. 1.24: Wertetabelle des VAs
a4

Abb. 1.13: KD fiir s; und ;11
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Die Schaltfunktionen s; und u;y1 folgen aus der Wertetabelle (— Tab.1.24) bzw. aus
den Karnaugh-Diagrammen (— Abb.1.13). Fir die Summe s; ist die Ringsumme die
kiirzeste Darstellungsform:

S; = al(bzuz V l_)l’l_tl) vV C_Ll(bzﬂz V EZUZ) = al(bl D ul) V C_Ll(bz D ul)

i f2
D a; =0 h fifo =0 ist 4
a wegen a;a; = 0 auch fifo =0 ist, =1
folgt f1V fo= f1 ® fo und damit biO Py _\_
=] —os;
s = az<bz@uz@1)@ wo . 1 S]
(a; ®1)(bi © uy) !
= a;Pb; ®u;. o
B , o &
Fiir den Ubertrag u;41 ergibt sich ebenfalls o
mit f1 f2 =0:
u; @ b; D bju; L_|
——
Uiyl = ai( u; V b; ) V a;b;u; & 2 1—o Ui+1
— e
h f2
= a;u; D azb; O by
Dies entspricht der kiirzesten DNF der &
Funktion:

Ujr1 = a;u; V ab; V bju;
Abb. 1.14: Aufbau des VAs durch Gatter

Eine mdgliche Schaltungsrealisierung ist durch Abb.1.14 gegeben. Werden fiir die Zwi-
schensummen (— Tab.1.24) HA verwendet, so folgt der Aufbau des Volladdierers nach

Abb.1.15.
L o
I

» | HAF—o0s:

a;0— Si ' a;0—
HA VA [—0s;
bio— L biO—
2»
Uj+1 J;
21—oujy
Ui+l
u;+1
Abb. 1.15: Der Volladdierer und sein Symbol
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Aus Halb- und Volladdierern kann man nun z.B. ein Addierwerk fiir zwei n-Bit lange
Dualzahlen

a = (ap—1ap—2---ajap)y und
b (bp—1bp—2---b1bo)2

aufbauen. Fiir die niedrigstwertigen Bits (LSB, Least Significant Bit) wird ein Halb-
addierer, fiir die restlichen, (n — 1) Volladdierer zusammengeschaltet. Die Addition
s = a + b liefert ein (n + 1)-tes Bit s, den Ubertrag aus der Addition der héchstwer-
tigen Bits (MISB, Most Significant Bit) des (n — 1)-ten Volladdierers. Ein Beispiel fiir
die Addition von 2-Bit Summanden ist in Abb.1.16 gegeben. Alle moglichen Additionen
von 2-Bit Summanden mit den jeweiligen Summen stehen in Tab.1.25.

i |by a1 by ap | uil s2 s1 So

0/0 0 0 0|00 0 O

1o o o 1]0/0 0o 1

210 o 1 olofo o 1

310 0 1 1|10 1 o0 a,0—

410 1 0 oflofo 1 o HA —os,
5/0 1 0 100 1 1 b,

6/l0 1 1 olofo 1 1

710 1 1 1[1]1 0 o U,
811 o o ololo 1 o a4 o

9/1 o o 1]lo0ofo 1 1 1

0|1 o 1 oflofo 1 1 VA —0s,
111 o 1 1]1)1 0 o0 b0

1201 1 0 0o|l0f|1 0 o0

13/1 1 0 1/0]1 0 1 Sy
M“yp1r 11 0101 0 1 Abb. 1.16: Addierwerk fiir n = 2
51 1 1 1|11 1 o0

Tab. 1.25: Wertetabelle eines 2-Bit Addierwerks

Es gibt verschiedene Moglichkeiten eine Schaltfunktion zu realisieren. Sie kann in eine
Gatterschaltung, ein ROM (Read Only Memory), ein FPGA (Field Programmable
Gate Array), ein PLA (Programmable Logic Array) usw. umgesetzt werden.

Beispiel 1.29

Bei einem ROM bestimmen die Summanden die
Adresse der gespeicherten Additionsergebnisse. a,0— ROM —O0s,
So werden durch die 2-Bit breiten Summanden
a1ag und bibg durch biaibgag 16 Ergebnisworter 0 —Os,
s95180 der Breite 3 Bit ausgewdhlt. Fir die Ad- 1 24 X 3
dition wird folglich ein ROM mit einem Spei- blo— —O8,
cherplatz von 16 -3 = 48 Bit (— Abb.1.17)
bendtigt. Abb. 1.17
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Beispiel 1.30 Die DNF der Schaltfunktion kann direkt in ein PLA wmgesetzt werden.
Fiir die DNF' der drei Summanden so, s1 und sg folgt (— Tab.1.25) mit Hilfe von
Karnaugh-Diagrammen (— Abb.1.18):

Sy = aol;o V boag
s1 = biaibpag V Bldlboao V blélgo V biaiag V Blaldo vV BmJ)O
S9 = bibgag V arboag V braq
S S S
0 aO 1 aO 2 ao
1|1 1|1
1 1 1 1 1
1 1 bo 1 1 bO 1l1]1 bO
bl 1)1 bl 1|1 bl 1)1
a; a; a,

Abb. 1.18: Karnaugh-Diagramme des 2-Bit Addierwerks

Zur direkten Umsetzung der DNF, werden UND-Gatter fir die Konjunktionsterme und
ODER-Gatter fiir die Disjunktionsterme bendtigt (— Abb.1.19, der Schriigstrich sym-
bolisiert mehrere Leitungen).

UND y/ ODER | y
Matrix Matrix

Abb. 1.19: Darstellung der DNF als PLA
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k. ... UND-Matrix ki

a,.o . o0

° ates i

nasuEm

a,o I—c oo

s SREE
9090000 S,

ODER-Matrix

Abb. 1.20: PLA Realisierung des 2-Bit Addierwerks

Die Spalten (— Abb.1.20) enthalten die Konjynktz’onsterme, 2.B. k1 = agby, die Zeilen
die Disjunktionsterme, z.B. so = k1 V ko = agbg V agbg.

Zur Erhéhung der Ubersichtlichkeit der Darstellung, werden die UND- bzw. ODER-
Verkniipfungen nur durch einen Punkt wiedergegeben (— Abb.1.21).

Xl —@ L 4
X, N
X3 = @
X4_
Z, Z, L L
UND-Matrix & I~z & —z,

Abb. 1.21: Vereinfachte PLA-Darstellung

1.4.2 Sequentielle Schaltungen

Bei kombinatorischen Schaltungen hingt zu jedem Zeitpunkt ¢t der Ausgangsvektor y
direkt von der zu diesem Zeitpunkt gegebenen Eingangsbelegung & ab, und die Anzahl
der moglichen Schaltfunktionen ist endlich (— Seite 13). Diese Einschrénkung wird
aufgehoben, wenn neben der augenblicklichen Eingangsbelegung x! beliebige Schal-

tungszustiande aus fritheren Zeitpunkten, z'~1, z!=2, z!=3 usw. zur Berechnung der
Ausgangswerte ¢y’ hinzukommen.

\' e
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Um Werte aus der Vergangenheit verwenden zu koénnen, miissen diese zuvor gespei-
chert werden. Dies erfolgt jeweils zu festen Tanktzeitpunkten. Die Ubernahme kann
dabei abhiingig vom Speicheraufbau durch die steigende oder fallende Taktflanke ge-
schehen. Ubernommen wird dabei der am Eingang des Speichers zu diesem Zeitpunkt
anliegende Wert. Die Speicherinhalte 2! bilden zusammen mit den aktuellen Werten
der Eingangsvariablen x! die Ausgangswerte y’ und die zukiinftigen Speicherwerte z/+!
(— Abb.1.22). Zum né#chsten Taktzeitpunkt (¢ 4+ 1) werden dann die aktuellen Werte

an den Speichereingingen z!*! in den Speicher eingelesen.
x? t
10— oY
to——| Schaltnetz : Ot
Xn Ym

t t+1
2y

2y

Speicher

—
+
+

=

Takt 43

Abb. 1.22: Schaltwerk

Aus Abb.1.22 kénnen folgende Gleichungen abgelesen werden:

t+1 t t)

yt = f(a:t,zt) und 2" =g(x', 2

Werden die Zeitpunkte fiir die Ubernahme der Signalwerte in den Speicher #quidistant
(t,t+1,t4+2,...) gewdhlt, so spricht man von einem synchronen Schaltwerk. Erfolgt
die Ubernahme direkt durch die Anderung der Eingangssignalwerte, so erhilt man ein
asynchrones Schaltwerk. Bei asynchronen Schaltwerken kann es schaltungstechnisch
bedingt zu Stérungen im Schaltverhalten kommen. Diese Stérungen sind meist durch
Riickkopplungen verursachte Instabilitéiten (Schwingungen), die in synchronen Schal-
tungen nicht vorkommen.

Durch die Verwendung von Taktsignalen bleiben die zwischen den Tanktzeitpunkten
auftretenden Storungen bzw. Signaléinderungen vor den Speicherelementen ohne Wir-
kung auf das Ausgangsverhalten der Schaltung (nur die zum Taktzeitpunkt anliegen-
den Werte werden iibernommen). Setzt man daher Speicher vor die Ausgéinge kriti-
scher Schaltungsteile, so konnen damit interne Stérungen durch eine geeignete Wahl
der Tanktzeitpunkte , herausgefiltert* werden.

Auch im Hinblick auf einen testfreundlichen Entwurf (DFT, Design for Testability) sind
synchrone Schaltungen den asynchronen vorzuziehen.

Als Speicherelemente werden in der Regel Flip-Flops (— Tab.1.22) und Register ver-
wendet.

Beispiel 1.31 Das dargestellte D-Flip-Flop (— Abb.1.23) dibernimmt den am FEingang
D anliegenden Signalwert mit der positiven (0—1) Taktflanke C (— Tab.1.26).

© Dr. Leibner P~ @LL
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Eingdnge | Ausginge Do— 1D -0 Q
D C | Q@ ON Cl-——1
Lt 1 0 cL_ 0-0 QN
0 0 0 1 C
Tab. 1.26: Wertetabelle des D-FF's Abb. 1.23: D-FF
D
] ' ' '
s T T E s T ‘ T T kgl t
0 1 2 3 1 4 5 1 6 7 8 9 10 11
C 1 E 1 : :
1 i 1 1 1
T ] T T ] T T ] T T T T T T > t
0 1 2 3 . 4 5 6 7 8 9 10 11
Q 1 E 1 : E
1 \ v v E
T T T T T T T T A T T * T T - t

Abb. 1.24: Beispiel fiir das Verhalten eines D-FFs

Das Impulsdiagramm (— Abb.1.24) verdeutlicht die Arbeitsweise des D-Flip-Flops. Die
Ubernahme der Daten vom Eingang D in den Speicher Q ist durch Pfeile markiert. Die
fallende Flanke hat keine Auswirkungen auf die Werte der Ausginge Q und QN des
Flip-Flops.

Der Entwurf synchroner Schaltwerke erfolgt mit Hilfe von Ubergangsgraphen. Die
Zustinde (Speicherinhalte) z des Schaltwerks werden hierbei auf die Knoten des Gra-
phen abgebildet, die gerichteten Kanten enthalten die fiir den Ubergang verantwortli-
chen Eingangsgrofien & und den augenblicklichen Ausgangswert y.

Der Entwurf einer sequentiellen Schaltung kann beliebig komplex werden.

Beispiel 1.32 Es ist eine Schaltung zu entwickeln, die eine bestimmte Folge von FEin-
gangskombinationen erkennt. Die Schaltung hat die Finginge a und b, die zu erkennende
Folge sei ab, ab, ab. FEine erkannte Folge soll am Ausgang y durch eine 1 signalisiert
werden.
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ab|y;ab|y

ab|y

ab|y

Zustandstabelle:

Zustand 0:  Anfangszustand

Zustand 1: 11 ist aufgetreten
Zustand 2: 11, 01 ist aufgetreten
Zustand 3: 11, 01, 00 ist aufgetreten

Abb. 1.25: Ubergangsgraph

Fiir 4 Zustinde werden zwei bindre Speicherelemente bendétigt. Der Ubergangsgraph fiir
das zu entwerfende synchrone Schaltwerk ist in Abb.1.25 dargestellt.

Aus dem Ubergangsgraphen folgt die Ubergangstabelle (— Tab.1.27).

Zustand Folgezustand Ausgang
at bt [ Nr. |2l 28 | Nr. |20 2Tt y!
0 0] 0|0 01O 0 0 0
0O 170110 01O 0 0 0
1 0| 0|0 0] O 0 0 0
1 1|10 1]0 O 1 0 1 0
0O 0} 1|0 1|0 0 0 0
0O 1710 1 2 1 0 0
1 0| 1|0 1] 0 0 0 0
1 1|1 |0 1 1 0 1 0
0 0] 2 1 0] 3 1 1 0
0 1] 2 1 0] 0 0 0 0
1 0| 2 1 0] 0 0 0 0
1 1] 2 1 0 1 0 1 0
0O 0} 3 |1 1|0 0 0 1
0O 173 |1 1|0 0 0 1
1 0| 3|1 110 0 0 1
1 1] 3 |1 1 1 0 1 1

Tab. 1.27: Ubergangstabelle

Zur Speicherung der angegebenen Zustinde werden D-Flip-Flops verwendet.

Fiir sie gilt:

Q! = 2! und D! = 2! fiiri = 0,1
Aus der Ubergangstabelle kénnen fiir zéJrl, zf“ und yt mit Hilfe von Karnaugh-Dia-
grammen die minimierten Schaltfunktionen aufgestellt werden (— Abb.1.26).
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zf;'l: z(t) zt1+1: zf)
1
1 1
¢
Z1 Z1
1 1
a a
1 1
B B
Abb. 1.26: Karnaugh-Diagramme der Schaltfunktionen
v 7
Fiir die Schaltfunktionen folgt:
1 1 t+1 tpt \, =t7t t=t
2 2y = aleabzle
. 1|1 AT = attLtzh v ath' sz
a to_ bt
¥y = Z%
B

Der Schaltplan des Schaltwerks ist in Abb.1.27 wiedergegeben.

t

ato—
&

t
b o— —L Zt+]
_, >1{ 1D
a5 | Cl———
e e

Z
7| -
0' & —Oyt
t @ —
% L z
el ¥
—th— Zt+]

1

1D

. j (]}; Cl****o_

il

N
H o

Abb. 1.27: Schaltbild
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Beispiel 1.33 Neben dem D-Flip-Flop werden in synchronen Schaltungen hdufig auch
JK-Flip-Flops eingesetzt. IThre Funktion wird durch die in Tab.1.28 gegebenen Operatio-
nen definiert. Wie aus der Tabelle zu entnehmen ist, kann das Flip-Flop zwei Zustinde
annehmen. Es kann daher mit einem D-Flip-Flop realisiert werden.

JUKQ L JK;JK L
G )
iy 0. sk
1 1] Q —

JK;JK

Tab. 1.28: Funktionstabelle des JK-FF's
Abb. 1.28: Ubergangsgraph des JK-FFs

Aus der Funktionstabelle folgen mit z = Q der Ubergangsgraph (— Abb.1.28) und die
Ubergangstabelle (— Tab.1.29).

Jt Kt Zt Zt—i—l
0 0 0] 0 AR 7
0 110 0
1 010 1 1 1 1
1 1 0 1
0 01 1 1 |k
0o 1 |1 0
1 0 |1] 1 Jt
1 1 1 0
Tab. 1.29: Ubergangstabelle des JK-FFs Abb. 1.29: KD des JK-FFs
Aus dem Karnaugh-Diagramm (— Abb.1.29) folgt dann
A = KUV ETE baw. mit z2=Q
QtJrl — Qt}?t v QtJt.
Das JK-Flip-Flop und dessen Symbol sind in Abb.1.30 dargestellt.
&
t
J O————— t+1 t
L QT Q Jo 15 |oq
1 ] —_
K & I é_ ct oo Ko— 1K ooQ
C =t
’/ Q Symbol
Abb. 1.30: Aufbau des JK-FFs und sein DIN-Symbol
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Beispiel 1.34 Weniger hdufig werden RS-Flip-Flops (— Tab.1.30) verwendet. Die
Zustinde, die sich fiir R = S = 1 ergeben, hdngen von der Implementierung ab. Sie
werden héufig als verbotene Zustinde bezeichnet (undefiniert).

Die Realisierung des synchronen RS-Flip-Flops erfolgt wiederum mit einem D-Flip-Flop.

Rt St ‘ Qt+1
0 0| @
0 1| 1
1 0] 0
11| -

Tab. 1.30: Funktionstabelle des RS-FFs

RS

(O
RS
RS

Abb. 1.31: Ubergangsgraph des RS-FFs

Aus der Funktionstabelle, dem Ubergangsgraphen (— Abb.1.31), der Ubergangstabelle
(— Tab.1.31) und dem Karnaugh-Diagramm (— Abb.1.32) folgt

AL RV STRE = RV S,

QtJrl _ Rt(Qt vV St)

Rt St ot Zt—l—l

0 00 0

0O 1|0 1

1 010 0

1 110 —

0 011 1

0 1|1 1

1 011 0

1 1)1 —

Tab. 1.31: Ubergangstabelle des RS-FF's

bzw. mit 2z =@
Zt+1 . Zt
1
11 s*
Rt

Abb. 1.32: KD des RS-FFs

Das RS-Flip-Flop und dessen Symbol sind in Abb.1.33 dargestellt.

So—— 1 Q1;+1 Qt Co—C1 _
& —1 1D So— 18 00Q
Ro (1} e
B ¢ P O Symbol
Q

Abb. 1.33: Aufbau des RS-FFs und sein DIN-Symbol

Vergleicht man Tab.1.29 mit Tab.1.31 so fdllt auf, daff mit K = R und J = S die
Funktion des RS-Flip-Flops von einem JK-Flip-Flop iibernommen werden kann.
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Fir J =K =1 kann auflerdem mit dem JK-Flip-Flop eine ,,Toggle“-Funktion,

Q" =@, (1.21)

ausgefiihrt werden (— Tab.1.32). Diese Funktion kann auch durch ein T-Flip-Flop
realisiert werden.

Beispiel 1.35 Die Funktion des T-Flip-Flops ist durch (1.21) gegeben (— Tab.1.32).
Die Realisierung des synchronen T-Flip-Flops erfolgt ebenfalls mit einem D-Flip-Flop.

T
Tt QtJrl _ _
T (o) Ok
1| Q
Tab. 1.32: Funktionstabelle des T-FF's T

Abb. 1.34: Ubergangsgraph des T-FFs

Aus der Funktionstabelle, dem Ubergangsgraphen (— Abb.1.34), der Ubergangstabelle
(— Tab.1.33) und dem Karnaugh-Diagramm (— Abb.1.35) folgt dann

PR Sy LAVl R Tt, bzw. mit z=Q
Qt-‘rl — Qt D Tt.

Tt | 2t | 2t Zt"'l : Zt

olo] o

110 1 1

0|1 1

111] 0 1 T

Tab. 1.33: Ubergangstabelle des T-FFs
Abb. 1.35: KD des T-FFs

Das T-Flip-Flop und dessen Symbol sind in Abb.1.36 dargestellt.

L t+1 t To 1T —oQ
Q Q
=1|— 1D Co—pCl -

ro—| | heT— >0
C

o——o
Q' Symbol

Abb. 1.36: Aufbau des T-FFs und sein DIN-Symbol

Die hier vorgestellten flankengesteuerten Flip-Flops lassen sich alle mit einem D-Flip-
Flop und entsprechender Zusatzlogik realisieren. Jede synchrone Schaltung kann daher
aus den kombinatorischen Grundgattern sowie dem flankengesteuerten D-Flip-Flop auf-
gebaut werden.
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2 Logiksimulation

Durch die Logiksimulation wird der Schaltungsentwurf auf seine korrekte Funktion hin
tiberpriift. Die Verifikation besteht im allgemeinen aus einer Analyse der Schaltung im
jeweiligen Entwurfsstadium und einem Vergleich der Analyseergebnisse mit der vorge-
gebenen Sollfunktion (z.B. Wertetabelle oder Ubergangstabelle). Die Aussagekraft der
berechneten Ergebnisse y(¢) hingt dabei wesentlich von den gewihlten Eingangsbitmu-
stern (Stimuli) ab.

Die Modellierung der Schaltung ist auf unterschiedlichen Abstraktionsebenen (— Kap.
1.1) moglich.

Die hochste Ebene stellt die Verhaltensebene (behavioral-level) dar. Auf dieser Ebe-
ne wird die Schaltung durch ihre Schaltfunktion bzw. durch Ubergangsgraphen und
-tabellen beschrieben. Die Schaltungseigenschaften werden dazu durch eine besondere
Beschreibungssprache (VHDL, Verilog) formuliert.

FEine grobe strukturelle Beschreibung der Schaltung erfolgt auf der Register-Trans-
fer-Ebene. Die Elemente der Struktur sind Speicher, arithmetische Einheiten und
Kontrollbloécke, die durch Signalbusse verbunden werden.

Die Elemente der Gatter-Ebene sind in DIN 40900 Teil 12 zusammengefafit (Tabelle
1.22). Die Verbindung der Elemente erfolgt durch unidirektionale Signale.

Eine niedrigere Abstraktionsebene ist die Schalter-Ebene (switch-level). Die Elemen-
te sind Schalter, die das Schaltverhalten von Transistoren nachbilden. Die Verkniipfung
der Schalter erfolgt durch bidirektionale Signalnetze, eine feste Signalflufirichtung liegt
nicht mehr vor.

Die nachfolgend tiefere Ebene ist die Schaltkreisebene (circuit-level). Die Elemente
werden durch elektrische Bauelemente (Transistoren, Dioden, Kondensatoren, Spulen,
Widerstéande, usw.) reprisentiert. Die Analogsimulation berechnet auf dieser Ebene
alle Strom- und Spannungsverldufe an den Schaltungselementen. Der digitale Charakter
der Schaltung bleibt dabei unberiicksichtigt.

Die Logiksimulation wird auf Gatter-Ebene durchgefiihrt. Das Schaltverhalten der lo-
gischen Elemente wird dazu aus den Ergebnissen einer Netzwerkanalyse auf Schalt-
kreisebene bestimmt (— Abb.2.1). Da der Logiksimulator nur eindeutige Zustéinde
kennt, mufl das Schaltverhalten der realen physikalischen Schaltung auf diese diskreten
Zustande abgebildet werden.

Beispiel 2.1 Fiir ein UND-Gatter wird der Umladevorgang an seinem Ausgang in eine
Verzogerungszeit umgesetzt. Dazu wird das reale Verhalten des Elements nach einem Si-
gnalwechsel an einem Eingang mittels Analogsimulation ermittelt. Anschlieffend werden
zwei Schwellen fir die logischen Werte 0 und 1 festgelegt. Fir CMOS (Complementary
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44 2 Logiksimulation

Metal-Oxid-Semiconductor) entspricht ein Spannungswert < 1.5V der logischen 0, ein
Wert > 3.5V der logischen 1 (die typischen Werte sind OV (0) und 5V (1)). Da nur
Spannungswerte jenseits der Schwellen zu eindeutigen Signalwerten fithren, kann das
reale Schaltverhalten sehr gut durch diskrete Verzégerungszeiten (— Abb.2.1) nachge-
bildet werden.

E1]
1 -
T T T T T T T T T T T T T T T T T t[ns]
E2
1
T T T T T T T T T T T T T T T T T > t[ns]
A Analogsimulation
physi- 1
kalisch
avilor] | R
vl N
T T T T T T T T |\l T T T T T t[ns]
A
logisch
1 -
T T T T T T T T T T T T T T T > t[ns]
Abb. 2.1: Bestimmung der Verzogerungszeiten
Das logische Element wird durch das Hinzufiigen der
Verzogerungszeiten zu einem Simulationselement (—
Abb.2.2). Das logische (Wertetabelle) und das zeitli- AN2
che Verhalten der Elemente wird in der Regel mit Hilfe
einer Prozedur oder Funktion in einer passenden (Pas- E10H
cal, C oder eigene Beschreibungssprache) Program- & Lo A
miersprache beschrieben. Alle so modellierten Ele- E20-H ;
mente werden dann in einer Simulationsbibliothek zu-

sammengefafit. Typische Simulationselemente (Pri-
mitives) sind z.B. Gatter, Flip-Flops, Zihler und  Abb. 2.2: Simulationselement
Multiplexer.

Die Verzogerungszeit eines Elements wird bei unbelastetem Ausgang (Lastkapazitéit
CL = 0) bestimmt. Ist der Ausgang mit einem weiteren Element beschaltet, so wirkt
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die Eingangskapazitit dieses Elements als Lastkapazitit, die bei jedem Signalwechsel
umgeladen werden muf}. Dies fithrt zu einer weiteren zeitlichen Verzogerung des Si-
gnals. Da auch die Verbindungsleitungen Kapazititen (der Leitungscharakter wird al-
lein durch die Verlustkapazitét beschrieben, Widerstdnde und Induktivitdten werden
vernachlissigt) darstellen, miissen sie ebenfalls bei der Berechnung von Signalverzoge-
rungen beriicksichtigt werden.

Beispiel 2.2 Fiir den Pfad E1 — A (— Abb.2.3)

OR2
El 0o
o [ e e [ S S8
- & t Atj B2
E2 CL=0
k CLg,

Abb. 2.3: Verzogerungszeit iiber zwei Elemente

ist die zeitliche Verzogerung fiir einen Ausgangssignalwechsel von 0 nach 1 (LH) bzw.
von 1 nach 0 (HL) zu berechnen. Die Verzégerungszeiten werden dazu aus den Daten-
blittern (— Tab.2.1) entnommen. Fir den Pfad von E1 nach A folgt dann:

tpy, = thL—l-kHL'CLEQ—I-thL—I— AthL bzw.
——
AN2 OR2 Leitung
tDLH = tdLH + kLH - CLEQ + tdLH + AtdLH

Dabes ist

tp die Pfadverzégerungszeit (E1 — A),
tqy die Schaltzeit eines Elements,
k  die Treiberstirke des Sendeelements,
CLpgs die Fingangskapazitit am Pin E2 des Elements OR2 und
Aty die Leitungslaufzeit zwischen den Elementen.

Ausziige aus den Datenbléittern

I Element ‘thL[ns] ‘ tdLH[TZS] ‘ kHL [%] ‘ kLH [%] ‘CLEl[LU] ‘ CLEQ[LU] I

UND AN2 0.8 0.7 0.10 0.16 1.03 0.99
ODER |OR2 1.0 0.6 0.11 0.16 0.99 1.02
EXOR | EO 1.2 0.8 0.15 0.28 1.68 1.67
Inverter | IV 0.3 0.4 0.15 0.16 0.89

Tab. 2.1: Simulationsdaten
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46 2 Logiksimulation

Mit den Werten aus Tab.2.1 und Atg,,, = Atg,,, = 0.3ns folgt:

tp,, = 0.8ns+ 0.10% - 1.02LU + 1.0ns + 0.3ns = 2.202ns
tp,, = 0.Tns+ 0.16% -1.02LU + 0.6ns + 0.3ns = 1.7632ns

Die FEinheit ,Loading Unit“ (LU) hingt von der verwendeten Technologie ab. Fir einen
1.5p CMOS-Prozefs liegt ihr Wert bei 153 fF (1LU = 153fF). Die Treiberstirke ,k“ gibt
die Umladefihigkeit der Ausgangsstufe des Sendeelements an. Liefert die Ausgangsstufe
viel Strom, so ist k klein, liefert sie wenig Strom, so ist k und damit die Verzdgerungszeit

grofs.

Da die Signallaufzeiten aus den Leitungsldngen berechnet werden, stehen sie norma-
lerweise erst nach der Layoutsynthese zur Verfiigung. Wegen der oft nicht vernachlés-
sigbaren Zeiten ist es jedoch wiinschenswert, Werte bereits zu einem moglichst frithen
Zeitpunkt zur Verfiigung zu haben. Fiir Entwurfskonzepte mit fester Chipfliche wird
dies durch statistisch ermittelte Werte erreicht. Stehen die geschéitzten Laufzeiten zur
Verfiigung, so ist eine Simulation mit diesen Gréflen einer Simulation ohne immer vorzu-
ziehen, da sie wesentlich genauere Ergebnisse iiber das zu erwartende reale Schaltungs-
verhalten liefern kann.

Bei einer Simulation ohne Laufzeiten werden normalerweise nur die Schaltzeiten der
Elemente beriicksichtigt (Aty =0, CL = 0).
Die Verzogerungszeiten kénnen von den typischen Werten aus dem Datenblatt durch
a) Parameterstreuungen des Herstellungsprozesses, sowie durch
b) Betriebstemperatur- und
¢) Versorgungsspannungsschwankungen

abweichen. Diese Schwankungen werden durch einen Korrekturfaktor bei der Berech-
nung der Verzogerungszeiten (k- tp) beriicksichtigt. Der Faktor wird aus den jeweiligen
Abweichungen aus a), b) und c¢) berechnet:

k=kyvpp-ky-kp

Es ist allgemein iiblich, fiir den Korrekturfaktor den Buchstaben , k“ zu verwenden.
Dieses k ist nicht mit der Treiberstiarke kg bzw. kg zu verwechseln!

Beispiel 2.3 Fiir die typischen Werte aus dem Datenblatt gilt (CMOS):

kVDD =1 (VDD = 5V), kqg =1 (19 = 2500), kp =1 und damitk =1

Beispiel 2.4 Fiir den ,worst-case“ folgt (CMOS):
kypp = 1.15 (VDD = 4.5V), kg = 1.22 (9 = 85°C), kp = 1.4 und damit k = 1.96

Alle Zeiten miissen mit dem Faktor ~ 2 multipliziert werden. Die Schaltung ist damit
nur noch halb so schnell als im typischen Betriebsfall. Der Prozeffaktor kp = 1.4 tritt
héaufig fiir ,Dies“ (Chips) am Rande des ,Wafers“ (Siliziumscheibe mit mehreren Dies)

auf.
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Beispiel 2.5 Im ,best-case“ gilt (CMOS):
VDD = 5.5V, 9 = 0°C, kp = 0.8 und damit k — 0.5

Die Schaltung ist im ,best-case” doppelt so schnell als im typischen Betriebsfall. Der
Prozef$faktor kp = 0.8 gilt fir Schaltungen in der Mitte des Wafers, da dort die Optik
zur Belichtung der Scheiben am genauesten (schérfsten) zeichnet.

Die Logiksimulation ist fiir alle moglichen Betriebsfélle durchzufiihren. Falls Fehler in
einem der Fille auftreten, ist die Schaltung gegebenenfalls zu &ndern.

Parallel zur Schaltungssimulation werden durch das Simulationsprogramm wichtige Zeit-
bedingungen iiberwacht und Versttfle gemeldet.

Beispiel 2.6 Bei einem D-Flip-Flop (— Seite 36) sind zur korrekten Funktion vier
Zeitbedingungen einzuhalten. Fs sind dies die ,clock-low-width“ toyp, die ,clock-
high-width“ tow g, die ,setup-time“ t; und die ,hold-time*“ t;. Die Taktdauer
bestimmt die mazimale Betriebsfrequenz der Schaltung (— Abb.2.4). Sie hingt von der
gegebenen Technologie ab. Die setup-Zeit legt fest, wann ein Signal vor der iberneh-
menden Taktflanke am D-Fingang anliegen mufl und die hold-Zeit, wie lange es nach
der Ubernahme stabil bleiben mufl (— Abb.2.4).

CK
1 4

T T T T T T T T T T T T T T L t[ns]

> tCWH <_tCVVL_>

CK
1 4

L LU A B E E— LN S R S R L N B tlns]
D
1_

T T T T T T T T T T T T T T T L t[ns]

— tS —» th l—

Abb. 2.4: Uberwachte Zeiten bei einem D-FF

Der Simulator arbeitet auf einer diskreten Zeitbasis. Alle Zeiten sind folglich immer ein
ganzzahliges Vielfaches einer Grundzeiteinheit (z.B. 1 ps). Die Logiksimulation erfolgt
listengesteuert und ereignisgetrieben. Bei einer listengesteuerten Simulation wird
die Schaltung durch Netzlisten beschrieben. Die Netzlisten enthalten alle Schaltungs-
elemente sowie deren Verbindungen. Sie werden aus den Zeichnungsdaten (schematic
entry) mittels ,Netlistcompilation* erzeugt.
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48 2 Logiksimulation

Die ereignisgetriebene Simulation nutzt die im Durchschnitt niedrige Schaltungsakti-
vitdt zur Einsparung von Rechenzeit. Es werden immer nur die Elemente neu berech-
net, an denen eine Signalwertédnderung am Eingang zu einer Ausgangswertinderung
fithrt. Nach Berechnung der neuen Werte sowie deren Verzogerungszeiten werden diese
von einer Ereignisverwaltung in eine Warteschlange eingetragen. Die Ereignisver-
waltung sorgt dann dafiir, dafl die gespeicherten Werte nach Ablauf der Verzogerungs-
zeit zur Ausfithrung gebracht werden. Zeitpunkte, zu denen Signalwertédnderungen und
Elementeauswertungen stattfinden, werden aktive Zeitpunkte genannt. Beim Weiter-
schalten der Simulationszeit wird immer der néchste Zeitpunkt in der Ereignisschlange
aktiviert.

2.1 Laufzeitbedingte Effekte

Durch die Verzogerungszeiten kommt es zu zeitlichen Verschiebungen im Signalverlauf.
Diese Verschiebungen sind die Ursache fiir unterschiedliche laufzeitabhéngige Effekte.
Sie fithren oft zu Fehlfunktionen, die ohne Verzogerungszeiten (tp = 0) nicht auftreten
wiirden.

2.1.1 Spikes

Spikes sind sehr kurze Impulse an Gatterausgingen, verursacht durch kurz aufeinander
folgende Signalwechsel an ihren Eingéngen.

Beispiel 2.7 Durch einen Signalwechsel am Eingang E1 eines EXOR-Gatters von 0 —
1 bei gleichzeitig stabilem Eingang E2 (1) (— Abb.2.5) mifte der Ausgang A auf den
Wert 0 wechseln. Bevor sich der Ausgangswert einstellen kann, wechselt jedoch das
Signal am Fingang E2 von 1 — 0.
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E1f
1_
T T T T T T T T T T T T T ‘t[ns]
E2f
1
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A Analogsimulation
physi-
kalisch
5V_ __________________ N e
|_.t_| — t[ns]
— |A le—

T T T T T T —r._ 1Tt T1 T 1 T T T T t[ns]

Abb. 2.5: Definition eines Spike

Daraufhin geht der Ausgangswert von einem Zwischenwert wieder auf 1. Da der Zwi-
schenwert nicht eindeutig ist, kann die Reaktion eines eventuell nachfolgenden Gatters
nicht vorhergesagt werden. Der Logiksimulator macht den Schaltungsentwickler auf die-
se Gefahr durch einen Spike aufmerksam.

Ein Spike tritt auf, wenn At < ¢4 ist.

2.1.2 Races und Hazards

Beispiel 2.8 Findet z.B. an einem EXOR-Gatter ohne Beriicksichtigung von Laufzei-
ten ein gleichzeitiger Signalwechsel an beiden Fingingen statt (— Abb.2.6a), so bleibt
das Ausgangssignal unverdndert.
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E1| a) logisches Verhalten E1 ‘ b) zeitliches Verhalten
—— ————> t[ns] —— —— > t[ns]
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7 i Race
— — > t[ns] — - — > {[ns]
X — At —
A A
4 e —1 Hazard
T T T T T T T T t[ns] T T T T T —> t[ns]

dHL “dLH

Abb. 2.6: Races und Hazards

Kommt es zu laufzeitbedingten Verzégerungen (Races) der Fingangssignale (— Abb.
2.6b) und ist At > tq (kein Spike), so reagiert das Gatter durch einen falschen logi-
schen Ausgangszustand, einen sogenannten Hazard. Der Hazard ist ein Fehler, der
schaltungstechnisch behoben werde muf.

Fine Hilfsmafinahme gegen laufzeitbedingte Fehler ist die rechtzeitige Synchronisation
(Abtaktung) der Schaltung. Durch die Abtaktung wird fiir den nachfolgenden Schal-
tungsteil ein neuer eindeutiger und fehlerfreier Ausgangszustand geschaffen. Es kann
dann wieder so lange weiter gerechnet werden, bis die aufgelaufenen Verzégerungen zu
erneuten kritischen Zeitbedingungen fithren. Dann muf} eine weitere Synchronisierung,
z.B. mit Hilfe von Flip-Flops, vorgenommen werden.

P~ @LL © Dr. Leibner
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Integrierte Schaltungen nehmen durch eine ansteigende Integrationsdichte an Komple-
xitdt immer mehr zu. Der Test dieser Schaltkreise wird daher immer schwieriger. Da
ihre Fehlerfreiheit Voraussetzung fiir die Zuverléssigkeit grofierer zusammengesetzter Sy-
steme ist, miissen durch ihren Test moglichst viele potentielle Fehler erkannt werden (es
wird ein hoher Fehleriiberdeckungsgrad angestrebt). Um die korrekte Funktion mit
hoher Sicherheit gewé&hrleisten zu konnen, werden auf allen Entwurfsstufen wiederholt
Tests durchgefiihrt:

e Bei der Entwurfsverifikation wird die Ubereinstimmung der Schaltung mit der
gegebenen Spezifikation gepriift.

e Der Herstellungstest iiberpriift die fehlerfreie Umsetzung der Logik in eine phy-
sikalische Schaltung.

e Beim Reparaturtest sollen fehlerhafte Komponenten in einem System erkannt
werden.

e Der Selbsttest erfolgt wihrend des Betriebs in den jeweiligen Betriebspausen.
Dadurch kénnen auch Schiden, die z.B. durch Alterung der Schaltung entstehen,
erfa3t werden.

3.1 Fehlerursachen und Fehlerarten

Fehler in integrierten Schaltungen haben unterschiedliche Ursachen, z.B.:
e Fehlstellen im Grundmaterial (statistisch verteilt).
e Fehler bei der Herstellung, z.B.

— ungleichméfige Dotierung,

ungleichméBiges Atzen,

Justierungsfehler der Masken,
— Schéden an den Masken oder
— Bondfehler.

e Ausfille nach der Herstellung durch
— statische Uberladung bei CMOS,
— thermische Uberlastung,
— elektrische Uberlastung oder

— Atommigration.
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52 3 Test integrierter Schaltungen

e Einfliisse der Betriebsumgebung, usw.

Die Fehler lassen sich ihrem Erscheinungsbild nach in zwei Gruppen unterteilen (—

Abb.3.1).

Fehler in digitalen
Schaltungen
|
[ |

Schaltungsfehler | Entwurfsfehler |
|

| 1
| unbestaendig | [ bestaendig|

| |
|Wackelkontakt| | Stoerungen|

[

| |
struktur- Ilogisch Hazards| | Influenz | | Flanken-

erweiternd,| Races | |Induktion| | steilheit
[ |

Vertauschungs- Kurzschluss-
fehler Haftfehler fehler

Abb. 3.1: Fehler in digitalen Schaltungen

In die erste Gruppe fallen Entwurfsfehler, in die zweite Schaltungs- bzw. Fertigungs-
fehler. Die Erkennung von Entwurfsfehlern ist die Aufgabe der Logiksimulation. Die
Schaltungsfehler werden in stdndige und unbestéindige unterteilt.

Voriibergehende Fehler entstehen z.B. durch Wackelkontakte, Einbriiche in der Span-
nungsversorgung oder durch Stérungen von auflen. Fiir ihre Erkennung kénnen keine
allgemeinen Regeln angegeben werden.

Die stidndigen Fehler werden in statische, dynamische und parametrische aufgeteilt.

Die parametrischen Fehler, wie Strom- und Spannungsabweichungen, falsches Tristate-
Verhalten, verminderte Treiberstirke (grofies kHL bzw. kLH) und iiberhohte Leck-
strome der Ein- und Ausgangstreiber (der Ein- und Ausgangspadzellen) werden durch
relativ einfache Strom- und Spannungsmessungen erfafit.

Dynamische Fehler sind z.B. zu flache Signalflanken, Uberschwingen durch Reflexionen,
Races, Hazards oder Induktion bzw. Influenz bei paralleler Leitungsfithrung. Durch
zunehmende Betriebsfrequenz und steigende Operationsgeschwindigkeiten treten diese
Fehler immer h#ufiger auf, dynamische Tests auf Einhaltung der Laufzeitbedingungen
werden daher immer wichtiger. Um diese Fehler erfassen zu kénnen, wurde z.B. ein lo-
kales Ubergangsmodell (transition fault model) eingefiihrt, welches Ubergangs- und
Verzogerungsfehler an den Ein- und Ausgangssignalen der Schaltungselemente beriick-
sichtigt. Dadurch werden lokale Ubergangsfehler, wie z.B. ein gar nicht oder stark
verspéitet stattfindender Signalwechsel, erkannt. Da auch Verzogerungsfehler, die aus
mehreren Signalen bestehen, erfafft werden, wird das lokale Ubergangsmodell auch Pf-
adverzégerungsfehlermodell (path delay fault model) genannt. Mit seiner Hilfe
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3.2 Automatische Testmustergenerierung 53

konnen diejenigen Fehlerfille abgedeckt werden, in denen zwar die einzelnen Signa-
le die fiir einen Signalwechsel vorgegebenen Zeitschranken einhalten, die Summe der
Schaltzeiten aller Signale jedoch auf dem zu testenden Pfad grofler als die durch die
Schaltungsspezifikation und die Betriebsfrequenz festgelegte Gesamtschaltzeit ist.

Zu den statischen zéhlen die strukturerweiternden und die logischen Fehler.

Schwer zu iiberpriifen sind die strukturerweiternden Fehler. Eine Strukturerweite-
rung entsteht z.B. durch eine kurzschluBbedingte Erhthung der Anzahl der Ein- und
Ausginge oder durch Kurzschlufl entstehende Riickkopplungen. Zur Erkennung die-
ser Fehler wurde ein Kurzschluf3fehlermodell (bridging faults) geschaffen. Mit Hilfe
dieses Fehlermodells konnen Uberbriickungsfehler nachgebildet werden.

Die logischen Fehler werden nochmals in drei Gruppen unterteilt.

Die ersten beiden Gruppe bilden die Kurzschlufifehler (soweit sie nicht strukturerwei-
ternd sind) und die Vertauschungsfehler (falsches Bauelement).

Die wichtigste Gruppe umfait die Haftfehler (stuck-at-faults). Bei diesen Fehlern
ist der logische Zustand am Fehlerort stindig auf 0 (stuck-at-0) bzw. sténdig auf 1
(stuck-at-1).

Die nachfolgenden Algorithmen zur Testmusterbestimmung sind auf diese Gruppe der
stindigen Einzelfehler beschrinkt. Es hat sich gezeigt, daf§ viele physikalisch auftre-
tenden Fehler in ihrer Wirkung dieser Fehlergruppe zuzuordnen sind und daher mit den
generierten Tests erfafit werden.

Speziell fiir die CMOS-Technologie wurden weitere Fehlermodelle, wie z.B. das einfache
stuck-open- und das stuck-on-Fehlermodell, eingefiihrt. Zusammen mit den oben
genannten Fehlermodellen werden die meisten CMOS-spezifischen Fehlermechanismen
damit abgedeckt.

3.2 Automatische Testmustergenerierung

Das Hauptproblem bei der Erstellung von Tests fiir komplexe Schaltungen liegt darin,
eine Testmenge zu finden, die kleiner ist als die Menge der moglichen Eingangskombi-
nationen.

Die automatische Testmustergenerierung erstellt Testmuster, die fiir ein gegebenes Feh-
lermodell den gréfitmoglichen Fehleriiberdeckungsgrad (Fehlersimulation!),

Zahl der erkannten Fehler
Zahl der modellierten Fehler’

Fehleriiberdeckungsgrad =

ergeben. Um dieses Ziel mit wirtschaftlich vertretbarem Aufwand zu erreichen, muf
ein optimaler ,Tradeoff“ zwischen folgenden konkurrierenden Bedingungen gefunden
werden:

e Qualitét bzw. Genauigkeit des Fehlermodells,
e Komplexitdat der zu losenden Teilprobleme,

e Rechenzeit der fiir die Losung der Teilprobleme eingesetzten Algorithmen,
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54 3 Test integrierter Schaltungen

e vollstdndige Fehleriiberdeckung und

e Anzahl der Tests und damit Kosten der Testdurchfiihrung.
Im folgenden werden Verfahren angegeben, die eine minimale Testmenge fiir Einzelfehler
berechnen. Ein Einzelfehler «,

a € {stuck-at-0, stuck-at-1},

einer Variablen x wird fiir ,,stuck-at-0* mit x/0 und fiir ,,stuck-at-1“ mit x/1 angegeben.
Der Fehler o wird nur dann erkannt, wenn das Fehlverhalten an einem Ausgang y der
Schaltung beobachtet werden kann (Beobachtbarkeit des Fehlers):

(3.1)

Jede Eingangsbelegung x; (— Seite 16), die im fehlerhaften Fall einen anderen Aus-
gangswert als im fehlerfreien liefert (Einstellbarkeit des Fehlerortes),

[y(@) & yala) = 1] (3.2)

ist ein Testmuster t;:
ti =XT;

Fiir alle moglichen Fehler kann eine sogenannte Fehleriiberdeckungstabelle aufge-
stellt werden. Die Anzahl der Zeilen wird durch die Menge der Eingangskombinationen
festgelegt, die Anzahl der Spalten entspricht der Menge aller Einzelfehler. Die Mini-
mierung dieser Tabelle erfolgt auf die gleiche Weise, wie die Minimierung der Men-
geniiberdeckungstabelle (— Seite 26). Das Ergebnis der Minimierung ist die minimale
Testmenge T},;,-

Beispiel 3.1 Fiir das UND-Gatter (— Abb.3.2) kénnen 6 verschiedene Einzelfehler
fi,---, fe angegeben werden. Alle Fehler und alle mdgli-

chen Testmuster t; sind in der Fehleriberdeckungstabelle (— o
Tab.3.1) zusammengefafst. In der verkiirzten Tabelle (— & o
Tab.3.2) sind nur die unterschiedlichen Werte fir y und
Yo durch x markiert. Diese Tabelle entspricht einer Men- o
geniiberdeckungstabelle. Aus ihr wird die minimale Testmen-
ge bestimmi. Abb. 3.2: UND-Gatter
fo | o | fs | fa | S5 | fe

t; ‘ To T H y || 21/0 | z1/1 | 22/0 | 22/1 | y/0 | y/1

to| 0O 0| O 0 0 0 0 0 1

t1 00 1|0 0 0 0 1 0 1

tol 1T 0|0 0 1 0 0 0 1

ts | 1 1 1 0 1 0 1 0 1

Tab. 3.1: Fehleriiberdeckungstabelle (FUT) fiir das UND-Gatter
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Kernzeilen sind t3, to und t1. Durch das Strei- ti ‘ Lo s Jo fs fs
chen von ts fallen die Spalten f1, f3 und fs her- to X
aus, durch das Streichen von ta, fo und fg, durch ty X X
t1, fa. Von den drei Tests werden somit alle b2 X X
Fehler diberdeckt. Die minimale Testmenge ist ts | x x X
damit Tpyip, = {t3,ta, t1}. )
amit Trnin = 3, f2, 01} Tab. 3.2: Verkiirzte (FUT)
Beispiel 3.2
. X 0 ]
Zu der Schaltfunktion & L—
%0 %
y(x) = x3w9 V 2371 V T211 —
| Z,
gehort das in Abb.3.3 dargestellte Schaltnetz. Die Feh- %0 & - 210y
leriberdeckungstabelle (— Tab.3.3) enthdlt alle még- L
lichen Einfachfehler. In der verkiirzten Tabelle (— [ ] 2,
Tab.3.4) sind wiederum nur die Stellen markiert, fir | | &
die sich y und yo unterscheiden. _—
Abb. 3.3: Schaltbild
ol fo | S| fa| s | fo | fr| fs| fo|Sfio|fun|frz|fi3]f1a
t; YI|lz1/0|22/0 | x3/0 | z1/1 |x2/1 | 23/1|21/0|22/0|23/0|21/1|22/1|23/1|y/0]|y/1
ofjoy oyoyo0jo0fjojoyo0;0j011}j1j]101|1
140/ 0] 0| 0] O0]|1 1100|011 ]1/0]|1
20y 0o oo f1jo0f{1]J]0|O0O]O0O|1T]|1T]1|0]|1
31|l O 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0|1
410 0 | 0| 0|1 1{o0|o0|O0O]O0O |1 ]1]10{|1
51 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0|1
61 1] 0|01 1 1|1 (1011|101
701 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 011
Tab. 3.3: Fehleriiberdeckungstabelle
il o fs fa fs fe S fs fo Sio Su fiz fis fu
0 X X X X
1 X X X X X X
2 X X X X X X
3| x X X X
4 X X X X X X
5 | X X X X
6 X X X X
7 X
Tab. 3.4: Verkiirzte Fehleriiberdeckungstabelle
N
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56 3 Test integrierter Schaltungen

Kernzeilen und somit Kerntests sind t3, ts und tg. Von ihrem Streichen sind die Fehler
{f1, fo, f7, fiz}, {f3, fs} und { fo} betroffen. Die gleichen Spalten fi4, fi12, f11, f10 werden
bis auf fio gestrichen; da fio zu fa, f5, f¢ dominant ist, kann die Spalte fi19 ebenfalls
entfallen. Die verbleibenden Fehler fy, f5, f¢ werden durch {t1,ta}, {t1,ta} oder {ta,t4}
getestet. Es sind folglich drei minimale Testmengen mdoglich: Ty i1 = {t1,t2,t3,t5,t6},
Tmin2 = {tl, tq,t3,t5, tﬁ}, Tmin3 = {tz, ta,ts3,ts, t(;}.

Enthalten Schaltungen Redundanzen, so werden nicht alle Fehler erkannt und die ma-
ximal mogliche Fehleriiberdeckung nicht erreicht. Eine zu geringe Fehleriiberdeckung
kann daher nicht nur die Folge zu weniger oder falscher Testmuster sondern auch die
Folge von Redundanzen sein. Eine Unterscheidung der Ursachen ist in der Regel nicht
moglich.

In Abb.3.4 ist ein Beispiel fiir ein redundantes Schaltnetz gegeben. Ein angenommener
Fehler in x2 kann durch kein Testmuster erkannt werden, da y nicht von xo abhéingt. Bei
der Fehlersimulation wird dennoch ein Fehler in x5 angenommen und mit den vorher
durch die automatische Testmustergenerierung erzeugten Testmustern gepriift. Da die
Anzahl der modellierten Fehler durch z2/0 und x2/1 erhéht wird, sinkt der Fehlertiber-
deckungsgrad (— Seite 53).

%O—L |_&—Oy

21

%0

Abb. 3.4: Redundantes Schaltnetz: y = x1(z1 V 22) = 21

In der Testbarkeitsanalyse werden Mafizahlen fiir die Einstellbarkeit und Beobacht-
barkeit der einzelnen Schaltungssignale einer gegebenen Schaltung ermittelt. Diese
Mafzahlen werden als Testbarkeitsmafle bezeichnet. Die ermittelten Werte liefern
Anhaltspunkte fiir testbarkeitsverbessernde Mafinahmen. Alle Mafinahmen, die eine
Verbesserung der Einstell- und Beobachtbarkeit zur Folge haben, machen einen Ent-
wurf testfreundlicher. Erfolgt ein Entwurf unter dem Aspekt guter Testbarkeit, so wird
diese Vorgehensweise Design for Testability (DFT) genannt.

3.2.1 Methode der Booleschen Differenzen

Die automatische Testmustergenerierung mit Hilfe des Verfahrens der Booleschen Dif-
ferenzen basiert auf der zu realisierenden Schaltfunktion. Die Boolesche Differenz wird
durch

Yo; = y(xl, ce 71'j—1717xj+1; R ,l’n) EBy(acl, R ,xj_l,O,xj+1, . ,l’n)
= y(ml,...,:Cj,l,xj,ijrl,...,xn)@y(xl,...,xj,l,ij,l‘jJrl,...,xn) (33)
= y(w)@y(xla"'awjflvjjaijrlv"'7xn)

definiert; x; ist eine beliebige Variable der Schaltfunktion. Alle x, die der Bedingung

y(xr, ..., 2j-1,0,2541, ..., 2p) By(x1,...,25,...,2,) = 1, bzw.
y(xl,...,xj_l,o,xj+1,...,xn)@y(a:) = 1
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3.2 Automatische Testmustergenerierung 57

geniigen, sind Tests fiir z;/0 (— (3.2)). Diese Beziehung kann mit (1.18) umgeformt
werden. Wendet man auf y(x) (1.18) an,

y(x) = zjy(zr, ..., 1, ..., 2n) @ Zy(zr,...,0,...,2y),
so folgt mit (1.19b)

y(x1,...,0,...,zp) ®xjy(ze,..., 1,...,2n) ®Tjy(x1,...,0,...,2y) = 1
1@z y(zr,...,0,...,z,)] B xjy(zr,...,1,...,2p) = 1
zjly(zr,...,0,...,2n) By(z1,...,1,...,2y)] = 1
TjYz; = L.
Die Tests fiir 2;/1 ergeben sich entsprechend aus
y(xr, ..., xj-1, 1,241, xn) By(x, ... 25, ..., 2p) =1

zu

TjYr; = 1.
Fiir einen Test ¢; auf den Fehler x;/0 muB folglich z; = 1 eingestellt werden (Einstell-
barkeit) und die Schaltungsantworten der fehlerbehafteten (y(z1,...,0,...,2,)) und
der fehlerfreien (y(xi,...,1,...,2,)) Schaltung unterschiedlich sein (Beobachtbarkeit:
Yz; = 1). Fiir einen Fehler x;/1 gilt entsprechend z; = 0 und y,; = 1.

;[0 wjy., = 1

_ 3.4
ri/1: Ty, = 1 (34)

In (3.5) sind wichtigsten Rechenregeln fiir Boolesche Differenzen zusammengefafit.

(a) yo; =0 fallsy # f(x;)

(b) yy=1

(c) Yz; = Yz,

(d) [2(x) @ w(T)]e; = 22; D Wa, (3.5)
(e) [z(z)w(x ]:c] z(x )wzj D zg;w w(z) © Ry Wy

() [z(z) Vw(z )]:1: = Z(x )wx] D zg;w w(x) D Rz ; Wy

(8) Yu; = Yo2e, flr y(x) = f(2(x)) (Kettenregel)

Hinweise zu den Rechenregeln:

(3.5a) Da y nicht von z; abhéngt, gilt
Yo; =y Sy =0.
(3.5b) Setzt man y einmal auf 0 und einmal auf 1, folgt
yy=yDdy=1

(3.5¢) Fiir g, folgt mit (1.19b) und (1.19c)

Jo, = @) @y(w1,...,Tj,...,20)
y(w)@1@y($1,...,i‘j,...,xn)@1
\'/
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58 3 Test integrierter Schaltungen

(3.5d) Liegt die Funktion als Ringsumme vor, so ist die Berechnung der Booleschen
Differenz mit der partiellen Differentiation nach einer Variablen x; vergleichbar:

[2(x) Dw(x)l:;, = 2() Qw(x)®2(w1,... %), .., Tn) QW(T1, .., Ty oo, Tn)
= Zz; O Wa
(3.5¢) Fiir [z(z)w(x)],; folgt
[z(x)w(x)]s; = [2()w(T)] © 2(21,. .., Tj, . o s TR)W(TL, .o Ty, ).
Wegen
Yo, @y(x) = y(@) dy(21,....%5,....2) D y(x)
= ylx)dy(x)dy(z1,...,Tj,...,Tp)
0

= y(z1,...,Tj,...,Tn)

folgt weiter
L@@y, = @) [, & :@)[v., © )]

= Zz;Wg; © 2z, w(T) D wy,; 2(T)

(3.5f) Die disjunktive Darstellung kann mit (1.19h) in eine Ringsumme umgerechnet
werden:
[2(z) Vw(z)]s; = [2(2) & w(z) & 2(@)w ()]s,

J

Fiir die Ringsumme folgt mit (3.5d)

[2(2) V w(®)]s; = 22; © wa; © [2(®)w(@)]a

J

und mit (3.5f)

[2(2) Vw(®)]e, = 22, ©we; O we;2(T) S 20,w(T) D 24 Wy,
2, [1 @ w(x)] © wy, [1 © 2(x)] © 22wy,

2, W0(T) D Wy, Z(T) B 24 Wa,

(3.5g) Die Kettenregel erklért sich aus der Definition der Booleschen Differenz. Die Boo-
lesche Differenz gibt die Empfindlichkeit eines Ausgangs y entlang eines Pfandes
zuriick zum Eingang wieder. Ist z eine Zwischenvariable entlang dieses Pfades, so
muf} die Empfindlichkeit von y beziiglich dieser Variablen (z — y) und die Emp-
findlichkeit von z beziiglich einer davor liegenden Variablen (x; — z) gegeben sein,
wenn der gesamte Pfand x; — z — y sensibilisiert werden soll.

Beispiel 3.3 Fiir die in Abb.3.3 dargestellte Schaltfunktion (— Seite 23)

y(x) = x322V 321 Vo) = 23V 22 V 21 = 232 ® w371 D ToT1
N~ N~

z3 22 <1
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3.2 Automatische Testmustergenerierung 59

konnen 14 Einfachfehler angegeben werden.

Fiir die Fehler x1/0, x1/1, x2/0, y/0 und z1/0 werden alle Testmuster mit Hilfe der
Booleschen Differenzen ermittelt. Fiir einen Zwischenwert

Z=x;x)
gilt allgemein
Ze; = (OAzE) @ (LA TR) = 0@ ) = 78, b2 24 = 75,

Da die Schaltfunktion als Ringsumme vorliegt, kann (3.5d) und anschlieffend (1.17)
angewendet werden:

Yp = T2 D T3 = Toxg V T2T3
Yoo = T1Dx3=T123V 2173
yy = 1
Yz, = (22Vz3)@®1 mit (1.19b) folgt

(22 V z3) = (wgx1 Vw3w2) wund mit (1.10h)
= (T3VT1)(Z3V T2) = T3V TaZy
Das gleiche Ergebnis erhilt man durch wiederholte Anwendung von (3.3):
Yoo = (@32 Va3V re)® (x3z2) mit (1.10c) folgt
= (w3Vx2)® (x3w2) und mit (1.19h)
= x3® x2 D x3xe D x3T2 bzw. mit (1.19¢)
= wx3Px2 und (1.17)
= Tox3V X2X3
Yoy = (x3V a3z V) ® (x3z)
= (z3Vx1) ®rsr

= X3P x1 =T123V T1T3

Yy = 1
Yy, = (23V22V1)®(23V 29)
= 1&(23V 22)

= (V) =235 =3V IT
(Vorsicht: z3V za V z1 # 23 ® 22 @ 21, dies gilt nur fir die KDNF'!) Aus den Booleschen
Differenzen folgen die Testmuster zu
xl/O: T1Ye, = 1 = Z3xoxy V T3T221
—_——
t3 ts
xl/l D T1Yy, = 1 =2322%1Vx3%T27
—— ——
to ty
1‘2/02 LYz, = 1= 2T3wax1V x37271
—— ——
i3 173
0: = 1 =2x0x1Va3r1Vr3rsy
y/ YYy 3 3
t3,t7 ts,l7 te,t7
21/02 21Yz, = 1 =2T3T271V T2ZT1227] .
— \_\0,_/
t3
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60 3 Test integrierter Schaltungen

Die ermittelten Testmuster stimmen mit den Eintrdigen in Tab.3.4 tberein. Nach Be-
rechnung aller Tests kann mit Hilfe der Fehleriiberdeckungstabelle die minimale Test-
menge bestimmt werden.

Bei Schaltnetzen mit Baumstruktur (— Abb.3.5) werden durch das Testen aller Ein-
gangsvariablen alle Zwischenvariable mitgetestet, da nur ein Pfad von einer Eingangs-
zu einer Ausgangsvariablen existiert.

Bei einem vermaschten Schaltnetz (— Abb.3.6) sind mehrere Pfade von einer Ein-
gangs- zu einer Ausgangsvariablen moglich; Zwischenvariable werden daher durch das
Testen von Eingangsvariablen nicht immer mitgetestet.

w(x)

X O— )
_L z(w(x)) _ZTi

L : vi
o 7 j y(Z(X),Cv(x))

[ e
o y(z(w(x))) — wix)

Abb. 3.6: Vermaschtes Schaltnetz

Abb. 3.5: Schaltnetz mit Baumstruktur

FEin Problem, das durch die Vermaschung entstehen kann, ist die Selbstmaskierung
(— Abb. 3.7).

Beispiel 3.4 In Abb.3.7 ist ein Schaltnetz mit Rekonvergenzmasche dargestellt.

%30 :

Abb. 3.7: Selbstmaskierung nach einer Rekonvergenzmasche

Es gilt

zo = T1xo und

Z3 = x1T3.

Fiir x3 = xo = 1 sind beide Pfade fehlerleitend. Dies fithrt zu einer Selbstmaskierung
des Signals x1 nach der Rekonvergenz am ODER-Gatter. Es folgt

29 =21, z3=x1 unddamit y= 1 V1 =1.
Selbstmaskierung
-
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3.2 Automatische Testmustergenerierung 61

Ein Fehler in x1 kann so nicht getestet werden, da y unabhdngig von x1 den Wert 1 hat.
Fiir o = 0 wird die Fehlerleitung tber den Pfad 1 und damit die Selbstmaskierung
aufgehoben. Es gilt dann:

zg =0, z3=ux371, Y=2T321
Die Variable x1 ist jetzt iber den Pfad 2 testbar.

Die Selbstmaskierung erfolgt immer dann, wenn ein Pfad der Rekonvergenzmasche (hier
ist es der Pfad 1, x1 — 21 — 22) eine ungerade Anzahl von Negationen enthlt.

3.2.2 Der D-Algorithmus

Der D-Algorithmus ist das zur Zeit am h&ufigsten verwendete Verfahren zur rechner-
gestiitzten Testmustergenerierung. Mit dem D-Algorithmus kénnen Tests fiir alle test-
baren Fehler in einer kombinatorischen Schaltung erzeugt werden. Wird D als Ubergang
von 0 nach 1 und D dual als Ubergang von 1 nach 0 definiert,

p¥o-1;, D¥10, (3.6)

so konnen fiir ein gegebenes Gatter die D-Implikanten (fehlerleitende D-Belegungen)
durch Intersektion von Zeilen der Wahrheitstabelle erzeugt werden. In (3.6) liegt die
Betonung auf dem Ubergang, nicht auf den Werten. D ist eine quasi dynamische Be-
legung einer Variablen x. Wird D an einem Fehlerort z angenommen und existiert ein
D-Pfad (Fehlerleitung) vom Fehlerort zu einem Ausgang y, so ist eine Anderung (ein
Fehler) in x am Ausgang y beobachtbar.

Beispiel 3.5

Aus der Wahrheitstabelle des UND-Gatters (— Tab.3.5)

1|2 T1|Y

konnen mit (3.6) alle fehlerleitenden Belequngen durch In- 0 ‘ 0 0 ‘ 0

tersektion der Zeilen erzeugt werden. Wird z.B. der Uber- 110 110

gang von Zeile 0 nach 1 betrachtet, so folgt mit 2011 o010

(igil,y(il,ig)) (—) Seite 15) 311 111
(00,0) — (01,0) = (0D, 0). Tab. 3.5

Durch die Intersektion aller Zeilen (— Tab.3.6) erhdlt man alle fehlerleitenden D-
Belegungen (— Tab.3.7).

T2 1

Yy Yy T2 T1 | Y
01| 0 D] o 251 |D Do D DD
0=2|D 010 250 | D 0|0 D 11D
0=3|D D|D 223|1 D|D 1 DD
10l 0 D|o0 3221 D|D D DD
12| D DJ|o 351|D 1|D D 1|D
13| D 1|D 320|D D|D L DD

Tab. 3.6: D-Wertetab. UND-Gatter Tab. 3.7: Fehlerleit. D-Beleg.
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62 3 Test integrierter Schaltungen

Tabelle 3.8 fafit die erweiterten Wertetabellen aller wichtiger Gatter zusammen. Neben
1,0,D und D kommt in Tab.3.8 als weiterer Wert X vor. X steht fiir einen undefinierten
bzw. nicht relevanten Wert. X erhoht damit den Freiheitsgrad einer Variablen (sie kann
0 oder 1 sein). Da der D-Algorithmus mit einer 5-wertigen Logik arbeitet, stellt er keine
Boolesche Algebra dar (— Seite 11)!

Bestimmung von Tests:

a) Beginnend an der Testvariablen mit D werden alle D-Ketten, die zum Testpunkt
y fithren, in eine Tabelle (Sensibilisierungsbelegung und Fehlerpfad) einge-
tragen.

b) Fiir jede D-Kette werden die Belegungsimplikationen bestimmt und die Kon-
sistenz zu a) gepriift. Bei der Konsistenzpriifung darf nur X auf einen anderen
Wert als X treffen.

c) Es erfolgt die Fehlerbelegung an der Testvariablen sowie die Fehlerbelegungs-
fortpflanzung.

d) Aus der Belegung der Eingangsvariablen wird der Test fiir die gegebene Fehlerbe-
legung abgelesen. Fiir X wird dazu 0 und 1 eingesetzt.
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AND | NAND OR NOR | EXOR | NOT
2 2 2 2 2

XY (XRX]Y (BRX|Y (RX YR Y| XY
oo|loloo|1loo|lo|oo|1]oo0o]o0 | 0 |1
01]jojo1{1]o1|1|o1|0o |01 |1 |1 |O
oD(o0 |0oD|1 |0D|D|0D|D|0D|D| D |D
op|/o |op|1|oD|D|oD|D|OD|D| D |D
0X|o0 |oX|1]oX|X|oX|X|oX|X | X |X
10/0 101|101 |10]0 |10]1

111 (110 111 |11]0|11]0
1D|D|1D|D|[1D|1 |1D|0 [1D|D
1D|/D|1D|D|1D|1 |1D|0 |1D|D

1X | X |1X| X |1X]1]1X|0 |1X]|X

@0 0 @o 1 @0 D @o D @0 D

bi /b |b1 | D |D1}|1 D10 D1 |D

DD|D |DD|D |DD|D |[DD|D [DD| 0

DD|o0 [DD|1 |[DD|1 |DD|o0 [DD|1

DX | X |DX| X |DX| X |DX|X |DX| X

DO|0 |DO|1 |DO|D |DO D|Do D
D1|D|D1|D|D1|1 |D1|0 |D1|D

DD|0 |[DD|1 |DD|1 |[DD|O |DD|1

DD|D |DD|D |DD|D |DD|D|DD]J O

DX | X |DX| X |DX| X |DX|X |DX| X

X0|0 |X0|1 |X0|X |X0|X|X0]|X

X1|X [X1|X |X1|1|X1|0 |X1|X

XD|X |XD|X |XD|X |XD|X |XD| X

XD|X |XD|X |XD|X |XD|X |XD| X

XX | X |XX| X |XX|X |[XX|X [|XX|X

Tab. 3.8: Tab. zum D-Algorithmus
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64 3 Test integrierter Schaltungen

Beispiel 3.6 Fiir die Variablen x1 und z3 der in Abb.3.3 dargestellten Schaltung werden
alle Testmuster mit Hilfe des D-Algorithmus berechnet. Eine Inkonsistenz wird durch
Z(Zeilel,Zeile2,Variablel,...) gekennzeichnet. Inkonsistenz tritt immer dann auf, wenn
sich die Sensibilisierungsbelegung und die Belegungsimplikation widersprechen.

Fiir die Variable x1 sind drei Fehlerpfade zum Ausgang y mdglich. Fir jeden dieser
Pfade werden die Testmuster bestimmd.

Der erste Pfad ist x1 — z1 — y (— Tab.3.9). Die Variable x1 wird im ersten Schritt
auf D gesetzt. Die Fehlerleitung tiber das UND-Gatter erfolgt mit xo =1 (— Tab.3.8).
Die Zwischenvariable z1 erhdlt damit den Wert D. D wird weitergeleitet, wenn zo und
zg auf Null (— Tab.3.8) gesetzt werden (2 Zeile).

Mit den Belegungen aus den Zeilen 1 und 2 ist der Fehlerpfad vom Fehlerort x1 zum
Ausgang y sensibilisiert.

Um zo = 0 zu erzeugen, muf$ eine der Variablen x1 oder xs den Wert Null haben, der
Wert der anderen ist dabei gleichgiiltig (Zeilen 8 und 4). Fir zs = 0 gilt das gleiche
beziiglich der Variablen xs und xo (Zeilen 5 und 6). Die Zeilen 3-6 geben die Belegungen
der Variablen an, die durch die Werte von zo und z3 in den Zeilen 1 und 2 impliziert
(Belegungsimplikationen) werden.

In Zeile 4 wird der Wert von x1 auf Null festgelegt. Dies widerspricht der Sensibilisie-
rungsbeleqgung in Zeile 1, Zeile 4 wird daher gestrichen.

Das gleiche gilt fiir Zeile 6 und die Variable xo. Fiir die Sensibilisierungsbeleqgung des
Fehlerpfades mufl xo den Wert 1 haben, dies widerspricht der Belequng von xo in Zeile
6. Zeile 6 wird daher ebenfalls gestrichen.

In Zeile 7 sind die Zeilen 1-6 zusammengefafst. Die Werte aus den Zeilen 1-2 legen
dabei gegebenenfalls die X in den Zeilen 3-6 fest.

Um x1/0 zu testen, wird x1 = 1 gesetzt (Zeile 8). Aus den Zeilen 7 und 8 folgt Zeile 9
und damit der Test t3 (011).

Fiir x1/1 wird genauso verfahren.

Testvariable x1, D-Kette 1: 21 — 21 = ¥y

Schritt | @3 x2 x1 23 22 21 y | Hinweise

1a 1 D D

2 a 0O 0 D D

3b 0 X 0

4b X 0 0 Z(1,4,21)

5b 0 X 0

6b X 0 0 Z(1,6,22)

7 0O 1 D

8¢ 1 x1/0

9d o 1 1 t3

10 ¢ 0 x1/1

11d 0O 1 0 to

Tab. 3.9: Tests: Txl/o = {t3}, Txl/l = {t2}
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Der zweite Pfad ist x1 — zo — y (— Tab.3.10). Die Testbestimmung erfolgt wie bei
dem Pfad 1 — z1 — y.

Testvariable x1, D-Kette 2: 1 — 20 — y

Schritt | 3 2 x1 23 22 21 y | Hinweise

1la 1 D D

2 a O D 0 D

3b 0 X 0

4b X 0 0 Z(1,4,21)

5b 0 X 0 Z(1,5,x3)

6b X 0 0

7 1 0 D

8¢ 1 x1/0

9d 1 0 1 ts

10 ¢ 0 z1/1

11d 1 0 O t4

Tab. 3.10: Tests: T}, o = {ts}, T, /1 = {ta}

Durch die gleichzeitige Fehlerleitung tber die Pfade 1 und 2 entsteht der dritte Pfad
(— Tab.3.11). Hier fiihren alle Belegungsimplikationen zu einem Widerspruch zu den
notwendigen Sensibilisierungsbelequngen. Uber diesen Pfad kinnen daher keine Tests
generiert werden.

Testvariable 1, D-Kette 3: D-Kette 1 A D-Kette 2
Schritt | 3 x2 x1 23 22 21 y | Hinweise

la |1 1 D D D
2a 0O D D D

3b |0 X 0 Z(1,3,z3)
4b | X 0 0 I(1,4,25)

Kein Test moglich ‘

Tab. 3.11: Keine Tests generierbar

Fiir die Zwischenvariable z3 existiert nur ein Pfad zum Ausgang (— Tab.3.12). Hier
fithrt die Zusammenfassung der Sensibilisierungsbelequngen und der Belegungsimplika-
tionen zu Sensibilisierungsalternativen (Zeilen 6 und 7).

Um z3/0 zu testen, wird zs durch x3 =1 und x9 = 1 auf 1 gesetzt (Zeile 8). Der Wert
von x1 st fir zg = 1 irrelevant (Zeile 9).

Die Zeilen 6 und 9 fiihren auf den einzigen Test tg, da die Zeilen 7 und 9 in xs und
xo zu einem Widerspruch fiihren. Um die restlichen Tests fiir z3/1 zu erhalten, muf z3
auf Null gesetzt (Zeilen 12 und 13) werden. Da z3 nicht von x1 abhdngt, erhdlt man
die Fehlerbelequngsalternativen in den Zeilen 14 und 15. Anschliefend sind wiederum
alle Kombinationen der Zeilen 6, 7 und 14, 15 zu erzeugen (Zeilen 16-19). Eventuell
widerspriichliche Kombinationen werden dabei gestrichen (hier kommen keine vor).

© Dr. Leibner P~ @LL
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Fiir 1 folgt

Txl/O = {t37t5}7 Tarl/l = {t27t4}7 und fur z3

ng/o = {t6}> Tz3/1 = {t07t1)t27t4}'

Dies entspricht den Tests in Tab.3.4.

Testvariable z3, D-Kette: z3 — y
Schritt | x3 xo x1 23 220 21 ¥ Hinweise
1la D 0 0 D
2b X 0 0
3b 0 X 0
4b 0 X 0
5b X 0 0
6 X X 0 Sensibilisierungs-
7 0 0 X alternativen
8¢ 1 1 1 23/0
9 1 1 X 1 Fehlerbelegungsalternativen
6,9:10d | 1 1 0 1 tg
7,9:11 d Z(7,9,l‘3, l’g)
12 ¢ X 0 0 z3/1
13 ¢ 0 X 0
14 X 0 X 0 Fehlerbelegungs-
15 0 X X 0 alternativen
6,14:16d | X 0 0 O to, t4
714:17d| 0 0 X 0 to, t1
6,15:18d | 0 X 0 O to, to
7,15119 d 0 0 X 0 to, t1

Tab. 3.12: Testmustergenerierung fiir 23: 1%, /0 = {t6}, 1%, /1 = {to, 1,12, 14}

3.3 Test synchroner Schaltwerke

Bei einem Schaltwerk sind die Speicherelemente im allgemeinen nicht direkt tiber die
Testeingéinge zugénglich. Beim Testvorgang mufl die Testvariable auf einen bestimmten
Wert einstellbar und die Auswirkung an einem Ausgang beobachtbar sein. Die Einstel-
lung und die Fehlerleitung erfolgen in einer sequentiellen Schaltung durch ein Taktsignal.
Der Testvorgang nimmt in der Regel mehrere Taktzeitpunkte in Anspruch. Sind viele
Speicherelemente (grofle sequentielle Tiefe) in einem Schaltwerk vorhanden, so steigt
die Anzahl der notwendigen Takte.
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.—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-,’—-—-—Oyt'l

Xt+ 1 o , ! nicht erkannt
| B

Xt O—r—#———- —|_ B ] | nicht erkannt

t-1 - BN gl t+1

- s L . . +

X" 71 Schalt- I~ 1 Schalt- [~ Schalt- [ oY

A lSpeicheri +! netz !—,’ lSpeicheri ,’—! netz !—/—Speicher—/— netz =0 Zt+2

[ S I T ]
Zt_l Fehler Zt Fehler Zt+1 Fehler

Abb. 3.8: Virtuelles Schaltwerk

Mit der Anzahl der Takte nehmen die Testdauer und damit die Testkosten zu. Sind
mehrere Takte fiir einen Test notwendig, so wird nicht mehr das urspriingliche sondern
ein virtuelles Schaltwerk getestet. In Abb.3.8 ist solch ein virtualisiertes Schaltwerk
dargestellt. In diesem Beispiel werden zum Test z.B. drei Taktzeitpunkte benétigt.

mogliches Testmuster z.B.: ¢ =51 ...q Tt o3t

t—1 4—1
n . ..Z1

Das urspriingliche Schaltwerk wird dadurch scheinbar verdreifacht.

Da der einzelne Stéandigfehler zu allen Zeiten besteht, ist dieser in dem virtuellen Schalt-

werk dreimal vorhanden. Der Test auf Einzelfehler wird damit zu einem Test auf Mehr-
fachfehler.

Beispiel 3.7 In Abb.3.9 ist eine sequentielle Schaltung mit einem speichernden FEle-
ment gegeben. Fir die Zwischenvariable zy wird mit Hilfe Boolescher Differenzen ein
Test fiir z1/0 bestimmt. Die Testverifikation (y@y = 1) erfolgt durch Fehlersimulation.

X0 r Zt | HL&W

X, O—— >1 1D 2
& C1——
3 o
C

=

o+

Abb. 3.9: Schaltwerk

Berechnung der Booleschen Differenz yzrl
1
gt = aist
= xtlzé_l
ot (=1, i1
= 2y (2 Ve )
Yyt =t v ettt (1 weil nuryt™ = f(21) ist)
1+l ¢ G141 (ot _ 1t
yzgL = ity @a =2l (a1 @ 1) =217
-
Dr. Leibner P~ (5—L
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68 3 Test integrierter Schaltungen

Fiir den Test von z1/0 folgt:

Adin] =

zhst [wi“iﬂ =1

vhey ! [2Hat] = 1

z (a:'ifl \ xéﬁlst_l) [x'frlfﬂ =1

Der in eckigen Klammern eingeschlossene Teil ist die Sensibilisierungsbelequng, der
davor stehende die Fehlerbelequng. Die Testmusterfolge ist xéxiflxiﬂj’i =1.

Die Sensibilisierung ist von der Testvariablen z1 unabhdingig, andernfalls wdre es nicht
sicher, ob der ermittelte Test gelingt.

In Tab.3.13 sind drei Schritte der Fehlersimulation angegeben. Zum Zeitpunkt t —1 mufs
x1 auf den Wert 1 gesetzt werden (:cé:z:ﬁ“:fﬁ = 1), der Wert von xs ist beliebig. Zur
Zeit t folgt xo =1 und x1 =0 (a:'iJrl = 1). Dadurch geht der Wert von y im fehlerfreien
und fehlerbehafteten Fall auf 0 (der Fehler wird folglich noch nicht erkannt). Mit x1 = 1
und xo beliebig haben zum ndichsten Zeitpunkt (t + 1) y und yo, unterschiedliche Werte
(y ® yo = 1), der Fehler wird erkannt.

Zeit ‘:1:2 xl‘ Y Ya
t—1] X 1 |X X
t 1 0110 O
t+1 | X 1|1 0

Tab. 3.13: Fehlersimulation

3.4 Mafinahmen zur Verbesserung der Testbarkeit

Unter dem Begriff Testbarkeitsverbessernde Mafinahmen (DFT, s.S. 56) werden
Verfahren zusammengefaflt, die eine Verbesserung der Testbarkeit digitaler Schaltungen
bewirken. Da durch die begrenzte Anzahl von Ausgangspins bei integrierten Schal-
tungen auch die Anzahl der Testpunkte beschrinkt wird, ist bereits beim Entwurf der
Schaltungen auf ihre Testbarkeit zu achten. Diese kann durch zusétzliche Ausgénge fiir
schlecht beobachtbare Signale oder durch Schaltungspartitionierungen (Makrozellen)
und die Verwendung von Multiplexern zum Test dieser Makrozellen, erreicht werden.
Neben diesen unsystematischen Methoden werden systematische Verfahren, wie z.B. die
Schaltungsaufteilung in Speicherelemente und Kombinatorik, Scan-Path-Verfahren und
aktive Testhilfen zur Verbesserung der Testfreundlichkeit, angewendet.

3.4.1 Passive Testhilfen

Im Gegensatz zu den aktiven sind passive Testhilfen Verfahren, durch die eine Verbesse-
rung der Testbarkeit erzielt wird, ohne daf} gleichzeitig geeignete Testmuster erzeugt
werden. Die einfachsten passiven Testhilfen sind zusétzliche Ausgénge fiir schlecht
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beobachtbare Signale. Bei integrierten Schaltungen ist dies wegen der notwendigen
Beschrankung auf sehr wenige Ausgénge (Gehdusepins) jedoch nicht sinnvoll. Durch
die Entwicklung des Priifbusses (Scan-Path) wurde der Zugriff auf interne Knoten
moglich, ohne dabei die Anzahl der externen Anschliisse wesentlich erhéhen zu miissen.
Die Verbindung des Priifbusses mit zustandsgesteuerten (level sensitive) Speicherele-
menten fithrte zum Level Sensitive Scan Design (LSSD), die Verbindung mit takt-
flankengesteuerten (edge triggered) zum Edge Triggered Scan Design (ETSD). Beide
Verfahren setzen synchrone Schaltungsentwiirfe voraus.

Mit Hilfe des Scan-Path wird somit der Test sequentieller auf den Test kombinatorischer
Schaltungen zuriickgefiihrt. Um den Scan-Path in eine gegebene sequentielle Baustein-
struktur zu integrieren (— Abb.3.11a), werden alle speichernden Zellen so erweitert, dafl
sie in einem speziellen Betriebsmodus zu einem Schieberegister (— Abb.3.11b) zusam-
mengeschaltet werden konnen. Die notwendigen Erweiterungen z.B. eines D-Flip-Flops
zu einer Scan-Path-Zelle sind ein Multiplexer (MUX) und zwei zusétzliche Eingéinge (—
Abb.3.10).

‘h 7777777777777777777 —

| [ |
TestTnode \ 3 ! A 1D Q ! Scanout/
Datin Datout
Scanin O_li‘ 1 Cl—— QN !

i | LA |

Takt O |

Abb. 3.10: Scan-Path-Grundzelle fiir ETSP

Der Scanin-Eingang wird zur Zusammenschaltung aller speichernder Elemente zu ei-
nem Schieberegister benttigt. Die Zusammenschaltung des Scan-Path erfolgt durch
die Verbindung der Scanout- und Scanin-Anschliisse aufeinanderfolgender speichernder

Elemente (— Abb.3.11b).
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X1 O —OY1 X1 O —OY1 X1 O —OY1
x, 0— Schalt-—oy,, X, 0— Schalt-—oy,, x, 0— Schalt-|—oy,,
netz netz netz
Fictive Fictive
] Inputs =~ | I~ Outputs
©, O
I E I
Scan- § § - Scan-
Path- — n n Path-
Zelle 4 Zelle 4
Scan- - Scan- ]
Path- Path-
Zelle ps Zelle P
Scan- - Scan- ]
Path- Path- Path-
Zelle P Zelle P Zelle P
O O O O
Takt Scanout Takt Scanout Takt
Syst t
a) Normalbetrieb b) Scan-Path ) v ?I‘rzsltm N

Abb. 3.11: Funktionsweise des Scan-Path: Beispiel mit 3 Scan-Path-Grundzellen

Der Scanin-Anschluf} des ersten und der Scanout-Anschlufl des letzten Elements werden
aus der Schaltung nach auflen gefiihrt. Dies erhoht die Anzahl der externen Anschliisse
(Pins) um zwei. Mit dem Testmode-Eingang wird einer der Multiplexereingéinge aus-
gewihlt.

Im normalen Betriebsmodus (Datin-Eingang) ist Testmode = 0, im Betrieb als Schie-
beregister (Scanin-Eingang) Testmode = 1.

Da die Betriebsart ebenfalls von auflen einstellbar sein muf}, wird durch den Testmode-
Eingang die Anzahl zusétzlicher externer Anschliisse auf insgesamt drei erhoht.

Der Ausgang des Flip-Flops kann aufgrund der zeitlichen Trennung zwischen Normal-
betrieb und Betrieb als Schieberegister gleichzeitig fiir Scanout und Datout verwendet
werden. Durch den Scan-Path wird jeder Flip-Flop-Ausgang zu einem einstellbaren
Schaltungseingang (Fictive Input (— Abb.3.11c)) und jeder Flip-Flop-Eingang zu ei-
nem beobachtbaren Schaltungsausgang (Fictive Output (— Abb.3.11c)).

Die Durchfithrung des Tests einer mit einem Scan-Path ausgeriisteten Schaltung auf
einem Testautomaten erfolgt in zwei Schritten. In einem ersten Schritt wird durch das
Ein- und Ausschieben verschiedener Bitfolgen die speichernde Wirkung und die korrekte
Funktion des Scan-Path {iberpriift. Hierbei ist Testmode = 1 zu setzen.
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Im zweiten Schritt wird das Schaltnetz (reine Kombinatorik) gepriift. Der Priifzyklus
hat folgenden Ablauf:

a) Ein Testmuster wird in die durch Testmode = 1 zu eine Schieberegister zusam-
mengeschalteten Flip-Flops eingeschoben und die externen Schaltungseingéinge x
belegt.

b) Im Betriebsmodus (Testmode = 0) wird die Antwort des Schaltnetzes durch den
Takt in den Scan-Path {ibernommen.

c) Die im Scan-Path gespeicherte Antwort wird mit Testmode = 1 ausgelesen und
mit den Sollwerten verglichen.

Die hierfiir notwendigen Testmuster konnen durch eine automatische Testmustergene-
rierung erzeugt werden.

3.4.2 Aktive Testhilfen

Da jeder Test bei der Scan-Path-Technik das serielle Ein- und Auslesen der Speicher
erfordert, nimmt die Testdauer mit der Anzahl der speichernden Elemente zu. Fiir
hochkomplexe Schaltungen kann dies zu unrentabel langen Testzeiten fithren. Eine
Senkung der Testdauer versprechen aktive Testhilfen. Das Ziel ihrer Einfithrung besteht
vor allem darin, den Test moglichst vollstdndig innerhalb der Schaltung ablaufen zu
lassen, um kurze Testzeiten und einfache Testprogramme zu erhalten.

3.4.2.1 Signaturanalyse

Die Signaturanalyse wurde zuerst in der Nachrichtentechnik zur Bildung von Priifwor-
ten im Rahmen der Sicherung serieller Datenstrome eingesetzt. Die Grundlagen der
Signaturanalyse stammen aus dem Gebiet der Kodierungstheorie. Dort wird aus einer
Nachricht vor einer Ubertragung ein Kodewort berechnet, welches mit der Nachricht
tibertragen wird. Im Empfinger wird dann aus der Nachricht dieses Kodewort nach
derselben Vorschrift berechnet und mit dem iibertragenen verglichen.

Diese Vorgehensweise kann vorteilhaft auch fiir den Schaltungstest genutzt werden.

Um mit (0, 1)-Datenfolgen (3.7) rechnen zu kénnen, miissen diese zuvor in eine dquiva-
lente Polynomdarstellung (3.8) gebracht werden:

Am—l—l :(Am,Am_l,...,AQ,Al,AO), AZ S {071}7 i:O,...,m (37)

a(x) = Apa™ + A1z 4 4 Agz® + Ajz + Ag (3.8)

Beispiel 3.8 Fiir die Folge Ag¢ = (1,1,0,0,1,1) gilt z.B. (— Abb.3.12):

Folge: (1,1,0,0,1,1)
Polynom: 2° +2* +0+0+x+1
Reihenfolge : erstes e letztes Element
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72 3 Test integrierter Schaltungen

ax) = ¥ + x + x + 1

Abb. 3.12: Zuordnung der Datenfolge zu einem &quivalenten Polynom

Die Rechnungen mit den Koeffizienten der Polynome erfolgen modulo 2 (Restklassenal-
gebra). Die Polynomdivision mit modulo 2 Koeffizientenrechnung wird schaltungstech-
nisch durch ein iiber Exor-Gatter riickgekoppeltes Schieberegister (— Abb.3.13) reali-
siert.

Zum besseren Verstdndnis der Funktion der nachfolgenden Schaltungen wird zunéchst
soweit wie notig auf die Restklassenalgebra eingegangen.

Zwei Zahlen a,b € Z heiflen kongruent modulo m (m € N), wenn sie zu derselben
Restklasse modulo m gehoren.

In einer Restklasse modulo m werden alle Zahlen zusammengefafit, die bei einer Division
durch m denselben Rest r haben. Die méglichen Reste 7 sind r = 0,1,---,m — 1. Fiir
eine Restklasse modulo m gilt somit:

[rl ={zlz=mq+r; g€ Z}
Beispiel 3.9 Fiir m =2 gibt es zwei (r = 0,1) Restklassen:
[0] = {"‘7_67 _47 _2707274767"'} (39)

M]={..,-5-3,-1,1,3,5,...} (3.10)

(2.B.2=2-14+_0 , oder —1=2-(-1)+_1 )
Rest Rest

Fiir die Koeffizientenrechnung gilt (— Tab.3.14):

r=(A+B)mod2=A®B mit A,B € {0,1} (3.11)
A B|A+B|A-B|(A+B)mod2 | (A-B)mod2 | A& B
0 0] 0 0 0 0 0
0 1| 1 -1 1 1 1
1 0| 1 1 1 1 1
1 1| 2 0 0 0

Tab. 3.14: Wegen (3.9) ist {0,2} € [0] und wegen (3.10) {—1,1} € [1]

A @ B wird daher auch ,,Addition modulo 2“ genannt.
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3.4 MaBnahmen zur Verbesserung der Testbarkeit 73

Beispiel 3.10 Die Addition zweier Polynome mit modulo 2 Koeffizienten-Rechnung er-
gibt 2.B.

(P +at+z4+ 1))@+ +2) = @2’ + arozt + 0+ 2 4+ )z + 1+0) 1
—— ~—— —— ~—— ~——
r=0 r=1 r=1 r=0 r=1
= 2+ 23 +1,

die modulo 2 Subtraktion entsprechend

(P4 rt4r+1) ()2 +22+2) = a-na®+ -0zt + o-n2P +a-vz+a-01l
~— ~— N ~—~— ~—~—
r=0 r=1 r=1 r=0 r=1
= zt+a23+ 1

Die Division erfolgt ebenfalls mit modulo 2 Koeffizientenrechnung:

4, .3
(Pt +2+1)0) (P +23+z)=1+L T2 +1 +1

5 3

" +x’ +x
— -2 -z
2T+ 2%+ 1

Wegen (3.11) gilt ebenso:

4 3
($5—|—:1:4+:1:+1)(:)(x5+x3+x):1+—$5+x3+1
N . " +x" +x

23+ 1

Fiir die Polynomdivision (mit mod-2-Koeffizientenrechnung) gilt allgemein:

a(x) _
) c(x) + ——

~—

Dividend: a(x)
Divisor: b(z) = Bpa™ +---+ By, B; €{0,1},i=0,...,n

Divisionsrest: s(z) = a(z) mod b(z) = S,,_12" 1 4+ --- + S,
mit S; € {0,1}und i =0,...,n—1

Beispiel 3.11 Fiir den Divisor b(z) = 2° + 2z +1 und den Dividenden a(x) = x5+ z* +
x + 1 ergibt die Division z.B.:

P4zt +r+1 2 x
=r'+r+l+ ————
»+r+1 +z+1

Mit den Koeffizienten S; = 1 und So = Sy = 0 folgt fiir den Divisionsrest s(x) = x.

Berechnet man alle Divisionsreste s;(x) = x* mod b(x) fiiri =0,1,2,...,
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74 3 Test integrierter Schaltungen

i=0: so(z)=1 mod (z3+2z+1) =1,

i=1: si(z)=2 mod (2> +2+1) =2,

i=2: so(x) =22 mod (23 +2+1)=2a?
i=3: s3(z) =2 mod (2 +x+1)=2+1,
i=4: sy(z)=2* mod (2 +x+1)=2+uz,
i=5: s5(z)=2° mod (23 +x+1)=2%+x+1,
i = se(r) = 2% mod (23 +x+1)=22+1,
i= s7(z) =27 mod (z®+z+1)=1=s0(z),
i = sg(r) = 28 mod (23 + 2+ 1) = s1(2),
i= so(z) = 2° mod (2% + 2 +1) = sa(x),

so stellt man nach sieben Schritten eine Wiederholung fest:
srri(z) = si(x), i=0,1,2,...

Bei dem gewdhlten Divisor b(x) = z3 + x 4+ 1 treten alle bei einem Polynom dritter
Ordnung (n = 3) mdglichen Divisionsreste (ohne Nullfolge sind es 7) auf.

Die Divisorpolynome b(z) werden in reduzible und irreduzible unterteilt. Reduzible
Polynome lassen sich in irreduzible Teilpolynome zerlegen, wobei die Eigenschaften des
gesamten Polynoms von den Eigenschaften der Teilpolynome abhingt. Falls das Poly-
nom irreduzibel (prim, primitiv, nicht faktorisierbar, maximalperiodisch) ist, so
werden alle Zustédnde auler dem Null-Zustand (2" — 1) zyklisch durchlaufen (vorheriges
Beispiel fiir n = 3).

Die Koeffizienten der Divisionsreste, S;,_1,S,_2, -+ 5Sg, bilden mit ihren als Dualzahl
interpretierten Belegungen (— Seite 15)

Bin(i) = ig,_, - is,, is; € {0,1}, j=0,...,n—1

eine quasi zufiillige Zahlenfolge (Pseudozufallszahlenfolge) der Linge 2" — 1.
Beispiel 3.12

Faf$st man die Koeffizientenmuster aus dem vorherigen

Beispiel zusammen (— Tab.3.15), so ergibt dies die i 5 S So
Pseudozufallszahlenfolge 1170 0 1
210 1 0

1,2,4,3,6,7,5,1,2,4,3,6,.... 411 0 0

310 1 1

6|1 1 0

711 1 1

511 0 1

Tab. 3.15: Divisionsreste s;(r) = 2° mod (2> +x+1),i=0,...,6

P~ @LL © Dr. Leibner



3.4 MaBnahmen zur Verbesserung der Testbarkeit 75

Die Divisionsrestbildung wird mit Hilfe eines linear riickgekoppelten Schieberegisters
(Linear Feedback Shift Register, LFSR) realisiert (— Abb.3.13).

SO n-2

=1 1D =1 1D e — 1D =1

Ct—— C1—— Cl——
- (? - (? -
C C

]

Abb. 3.13: rein rekursives LESR (Signaturregister)

Durch den Divisor b(z) wird das Registerpolynom definiert, der aktuelle Register-
zustand

RZ, =1ig, |- is,
kann an den Flip-Flop-Ausgéingen abgelesen werden.
Wird eine Eingangsfolge A,,+1 in das LFSR eingegeben, so erhéilt man nach m + 1
Takten die Ausgangsfolge C,,—n+1 und den Registerzustand RZ,. Die Ausgangsfolge

wird verworfen; der Divisionsrest RZ,, wird Signatur der Folge A,,; beziiglich b(x)
genannt.

Beispiel 3.13 Die schaltungstechnische Realisierung des Registerpolynoms b(z) = a3+
x + 1 ist in Abb.3.14 gegeben.

S

o
a(x)o— ; I
=1 1D =1 1D 1D —e—ocx)

Cl—- Cl-— Cl—-
S | o 5] o b o
C C C

Abb. 3.14: Signaturregister mit b(x) = 23 + z + 1

Wird in das zuvor zurickgesetzte Signaturregister (RZs = is,is,is, = 000) die Ein-
gangsfolge Ag = (1,1,0,0,1,1) eingegeben (a(z) = 2° + 2* + 2 + 1), so stellt sich nach
6 Takten der Registerzustand RZ3 = 010 ein (s(x) = x, Berechnung siehe oben).

Falls die Eingangsfolge a(z) = 0 ist und der Anfangszustand s(x) # 0, so arbeitet das
Register als Zufallszahlengenerator (Pseudo Noise Generator, PNG).

Beispiel 3.14 Hat z.B. das Signaturregister (— Abb.3.14) den Anfangszustand RZ3 =
011, so bildet das getaktete Register fir a(x) = 0 die quasi zufillige Zustandsfolge
(3,6,7,5,1,2,4) zyklisch mit der Periode 7 (— Tab.3.15).
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76 3 Test integrierter Schaltungen

3.4.2.2 Testen mit Hilfe der Signaturanalyse

Der Test erfolgt mit einem Zufallsmuster, das von einem maximalperiodischen LFSR
erzeugt wird. Die Ausgangsfolge der zu testenden Schaltung wird im Signaturregister
zu ihrer Signatur komprimiert (m > n) und mit der Soll-Signatur verglichen.

Zufallszahlengenerator — Schaltung =— Signaturregister

Wegen der Kompression der 27! moglichen Eingangsfolgen auf 2" mégliche Signaturen,
treten 21" Folgen mit jeweils gleicher Signatur auf.

Hat eine fehlerhafte Folge die gleiche Signatur wie die fehlerfreie, so wird der Fehler
nicht erkannt.

Werden die Nullfolgen nicht berticksichtigt, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl ein
Fehler nicht erkannt wird:

gmtlon 1

pf=———— bzw. fir m>n: p;

ST (3.12)

2n
Die Fehlererkennungsrate héngt folglich von der Stellenzahl des Signaturregisters ab.
Die Erkennungsrate fiir Sequenzen, die kiirzer sind als die Registerlinge, betriagt 100%,
da die Sequenz als Ganzes im Register erhalten bleibt. Léngere Sequenzen fithren zu
einer entsprechend geringeren Fehlererkennungsrate.

3.4.2.3 Selbsttest

Das Testen mit Hilfe der Signaturanalyse ist hervorragend fiir regulére Strukturen (z.B.
Speicher) geeignet. Fiir kombinatorische Schaltungen erfolgt der Selbsttest (Built-in
self-test, BIST) in der Regel mit Hilfe eines Priifbusses. Dazu wird an den Scanin-
Eingang ein Pseudozufallszahlengenerator geschaltet und am Scanout-Ausgang die Si-
gnatur gebildet. Um zuverléssige Ergebnisse zu erhalten, muf} der Selbsttest wiederhol-
bare Signaturen produzieren. Dies ist aufgrund von (3.12) nicht immer méglich.

FEine Schaltung, die fiir den Selbsttest von Schaltungen mit unreguldren Strukturen
konzipiert wurde, ist der Built-In Logic Block Observer (BILBO). Das BILBO-
Register kann iiber drei Steuereingénge in verschiedene Betriebsmodi geschaltet werden.

a) Im Normalbetrieb arbeitet die Schaltung als paralleles Register. Die Flip-Flops
werden parallel ein- und ausgelesen, die serielle Verbindung der Flip-Flops zu
einem Schieberegister ist unterbrochen.

b) Im Betrieb als Schieberegister werden die parallelen Eingénge abgetrennt und die
serielle Verbindung hergestellt.

c¢) Fiir die Funktion als Zufallszahlengenerator wird zusétzlich zur seriellen Verbin-
dung der Flip-Flops der Riickkopplungszweig geschlossen (die Eingéinge sind ab-
getrennt).

d) Durch den Anschluf} der Eingénge wird aus dem Zufallszahlengenerator ein Signa-
turregister mit parallelen Eingéngen (eine Alternative zu dem oben beschriebenen
seriellen Signaturregister, geeignet fiir Schaltungen mit mehr als nur einem beob-
achtbaren Ausgang).
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Die Anwendung des BILBO-Registers setzt voraus, dafl eine Schaltung in Speicherele-
mente und dazwischenliegende Schaltnetze aufgeteilt werden kann. Die Speicherele-
mente werden so zusammengefaflt, daf sich unabhéngige Schaltnetze ergeben, zwischen
denen jeweils ein BILBO-Register angeordnet wird. Ist dies nicht moglich, so miissen
Verbindungen innerhalb der Schaltnetze aufgetrennt werden, um diese Bedingung zu
erfiillen.

Zum Test wird jeweils ein BILBO-Register als Zufallszahlengenerator betrieben, um
das zu testende Schaltnetz mit Testmustern zu versorgen, wihrend das BILBO-Register
an den Ausgingen des Schaltnetzes als Signaturregister arbeitet. Der Reihe nach ver-
tauschen nun die BILBO-Register so lange ihre Funktion, bis alle Schaltnetze getestet
sind.
Die Testmustergenerierung und die Testauswertung erfolgen beim Selbsttest in der
Schaltung, d.h., direkt auf dem Chip.
Die Vorteile des Selbsttests sind:

a) Es ist keine Testumgebung erforderlich,
b) der Test kann jederzeit (z.B. in den Betriebspausen) erfolgen,
c¢) es sind nur wenige zusétzliche Pins erforderlich,
d)

die Testhardware entspricht der Chiptechnologie.

3.4.3 Neuere Entwicklungen

In einer digitalen Schaltung wird ein Fehler erkannt, wenn ein Testmuster den Fehlerort
auf einen dualen Wert zum Fehler einstellen kann und dies eine beobachtbare Auswir-
kung an einem Ausgang hat. Zwei neue Testmethoden konzentrieren sich auf die Losung
des Problems der Beobachtbarkeit.

Die Firma CrossCheck fiigt zu diesem Zweck den Gattern ein Netz von Testpunkten (—
Abb.3.15) hinzu.

Pruefleitung

Elo—

E20—

Testleitung

A

Abb. 3.15: Patentierte Methode der Firma CrossCheck

Ein Testpunkt wird durch die Erweiterung des Gatterausgangs um einen Transistor
(CMOS) gebildet. Dieser Transistor leitet zum Testzeitpunkt den Wert des Gatter-
ausgangs weiter. Initiiert wird der Test iiber eine Priifleitung. Das Testergebnis wird
dann entweder direkt mit einem Sollwert verglichen oder zur Berechnung einer Signatur
verwendet.
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78 3 Test integrierter Schaltungen

Diese Methode erlaubt auch den Test asynchroner Schaltungen sowie den Test von
anderen als Haftfehlern (non-stuck-at-faults).

Fin zweites Verfahren nutzt die statischen Eigenschaften der CMOS-Gatter aus.

Im statischen (eingeschwungenen) Zustand flieit iiber diese Gatter nur ein sehr geringer
Strom (= 1 pA oder weniger). Tritt dagegen ein Fehler auf, so erhoht sich dieser Wert
auf 20 - 100 pA (abhéngig von der Anzahl der Gatter). Diese Eigenschaft kann sehr
einfach zum Testen der Schaltung genutzt werden (quiescent current testing bzw.
Ippg-Methode).

Da die Spannungsversorgung an alle Gatter geht, hat sie beim Test die Funktion eines
Testnetzwerks. Zum Test wird ein Testmuster an die Schaltungseingéinge gelegt und
abgewartet, bis alle Umschaltvorgédnge in der Schaltung beendet sind. Dann wird der
Stromverbrauch gemessen. Liegt er in der oben angegebenen Groéflenordnung, so mufl
in der Schaltung ein Fehler angenommen werden. Durch das Erzeugen beider logischer
Zustande an allen Schaltungsknoten kénnen mit dieser Methode alle Fehlermoglichkeiten
tiberpriift werden.

Durch die Ippg-Methode wird eine hohe Fehleriiberdeckung ohne zusétzlichen Schal-
tungsaufwand erzielt. (Schaltungsteile, die hohen statischen Stromverbrauch haben
(z.B. SRAMs), miissen beim Test der Schaltung isoliert werden.)

3.5 Wirtschaftliche Aspekte

Parallel zu steigender Integrationsdichte und Komplexitéit integrierter Schaltkreise geht
die Forderung nach hoherer Qualitidt und schnellerer Marktreife (time to market) der
Produkte.

Untersuchungen von McKinsey & Co. (1989) haben gezeigt, dal eine um nur weni-
ge Monate verspitete Marktprisenz schlimmere Folgen haben kann, als eine 30%-ige
Uberschreitung des urspriinglichen Entwicklungsetats.

Nimmt man an, dafl der Verkauf eines Chips einer trapezférmigen Kurve folgt (—
Abb.3.16), so geht der Gewinn nach einem 6-monatigen Anstieg, einem Jahr Stagnation
und 8-monatiger Abnahme der Verkaufsrate um 36% zuriick, wenn das Produkt um nur
drei Monate zu spéit auf den Markt kommt.

s+ Anstieg ' Stagnation ' Abnahme der Verkaufsrate |
! ! !
g Gewinnruckgang
&
[«
&
N Zeit
Verspatete
Marktprasenz
—
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3.5 Wirtschaftliche Aspekte 79

Abb. 3.16: Gewinnriickgang (schattiert) durch verspéitete Marktpréisenz

Eine Verspédtung um ein Achtel der Lebenszeit eines Produkts bedeutet somit einen
Gewinnriickgang um {iiber ein Drittel.

Im gesamten Entwicklunsablauf beansprucht die Testvorbereitung ungefdhr ein Drittel
der Zeit. Dennoch versagt jeder dritte integrierte Schaltkreis nach seinem Test im
spéiteren Betrieb.

Da die Kosten fiir das Auffinden fehlerhafter Komponenten mit der Komplexitéit der
Einbaustufe (Chip — Leiterplatte — Gerét — System) jeweils um einen Faktor > 10
zunimmt, muf in erster Linie die Fehlerfreiheit des integrierten Schaltkreises gesichert
sein. Dazu ist eine hohe Fehleriiberdeckungsrate beim IC-Test Voraussetzung.

Eine griindliche Testvorbereitung unter Beriicksichtigung aller in diesem Kapitel auf-
gefithrter Methoden stellt folglich einen wesentlichen Wirtschaftsfaktor dar. Hohe Qua-
litdt und schnelle Marktreife kann nur mit optimalen, fiir die jeweilige Schaltung ange-
pafiten Methoden (Design for Testability), erreicht werden.
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Aufgaben

A 3.1 Stellen Sie fiir die gegebene Trigermenge B = {0, a, b, ¢, d, e, f,1} die Operationstafel fiir
die Disjunktion (V) auf. Nutzen Sie dabei die Isomorphie zur Mengenalgebra (die Reihenfolge
der Elemente von B ist mit derjenigen der Elemente der Potenzmenge P(M) gleichzusetzen)
aus. Die Potenzmenge ist

B(M) = {@7 {a}a {6}7 {’7}’ {Ol,ﬁ}, {Ol,’}/}, {ﬁa'V}a M}

A 3.2 Fiir eine vierelementige Boolesche Algebra mit der Trigermenge B = {0,1, 2,3} und den
neutralen Elementen 0 fiir die Disjunktion und 3 fiir die Konjunktion ist der Ausdruck

@VI)Alv1

zu vereinfachen.

A 3.3 Geben Sie fiir
Y =7T1 — T2 D xo

eine dquivalente DNF an.

A 3.4 Geben Sie fiir die Erfiillungsmenge
Iy ={0,2,4,6,8,9,10,14,16,20, 24, 25}

die Funktion f(x) als minimale DNF an.

A 3.5 Fiir eine Schaltfunktion mit n = 5 Variablen gilt die Erfiillungsmenge
Iy ={2,6,9,10,13, 14,18, 20, 25, 26, 28, 29}.

Bestimmen Sie die minimale DNF der Funktion.

A 3.6 Bestimmen Sie die KDNF der Funktion

f(x) = [T3 = T3 & x2) A 11 ® 3] .

A 3.7 Fiir die Schaltfunktion f(x) = (T4 V x3)x2(T3Tax1 V x1) ist die KNF und die minimale
DNF aufzustellen.

A 3.8 Bestimmen Sie die Ringsumme der Funktion f(x) = 22(Z4 V x3) V Z1.

A 3.9 Fiir die Schaltfunktion
f(@) = (T3 V Zqg)(Zg V T2)(Ts V x1)(T2 V 21)

ist die kiirzeste DNF aufzustellen.
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82 Aufgaben

A 3.10 Berechnen Sie die KKNF der Funktion

f(xy, w2, 23) = (T3 V x2)x3] V 2123,

A 3.11 Berechnen Sie die kiirzeste Ringsummendarstellung fiir

f((l!) = .’311'4£E3 \Y L1423

und zeichnen Sie die Schaltung mit EXOR- und UND-Gattern.

A 3.12 Bestimmen Sie aus der Primtermtabelle

mg M3 Mig MMi1 Mg Mo M2 M2 Mg M3g 7T21  1MM29
P1 X X X X
P2 X X X X
D3 X X X X
D4 X X X X
D5 X X X X

die DNF der zugehérigen Funktion f(xz1, z2, x3, T4, T5).

A 3.13 Die Erfiillungsmenge einer Funktion mit n = 3 lautet
I; ={0,1,3,4,6}.

Ermitteln Sie mit Hilfe des Quine-McCluskey-Verfahrens die Primterme dieser Funktion.

A 3.14 Zeichnen Sie fiir

Y =T1T2 VX173

das Schaltnetz. Verwenden Sie dabei fiir die Zwischenvariablen die Namen
21 =21, 22=2z21AxT3, zz3=x1Ax3 und y =23V 23.

Geben Sie fiir den Pfad z; — 21 — 20 — y die Signallaufzeit ¢p,, bei Vernachléssigung der
Leitungslaufzeiten an (x2 = 1,23 = 0).

A 3.15 Zeichnen Sie fiir
y = 2221 ® (23 V 1)

das Schaltnetz. Verwenden Sie als Zwischenvariable z; = zox; und 25 = x3Vx1. Zum Zeitpunkt
t = 0 findet an z; ein Signalwechsel von 0 — 1 statt, an x5 liegt konstant 1, an x3 konstant 0
an. Zeichnen Sie den Signalverlauf von z1, z2 und y iiber ¢ (CLg1 g2(EXOR) = At = 0).

A 3.16 Fiir das folgende Schaltnetz
X1 o 7.

X2 o & ——oY

X3 °©

und den gegebenen Verlauf der Eingangssignale

P~ @LL © Dr. Leibner



83

X1
T t [ns]
0 100 200 300 400
X21
: T T T T T t [ns]
0 100 200 300 400
X31
T : : : : : t [ns]
0 100 200 300 400

ist der Verlauf des Ausgangssignals Y zu zeichnen. Es sind dabei nur die Verzdgerungszeiten
der Gatter zu beriicksichtigen (Atq = CLg1(AN2) = 0).

A 3.17 Ergéinzen Sie fiir y = zox1 B (r3Vw1) (— A 3.15) die nachfolgende Fehleriiberdeckungs-
tabelle um die fehlenden Werte.

fil fo | fa | fa| fs | fo | fr | fa | fo | fio | fi1 ] fi2

zzxox1 | Yy | 1/0 | @2/0 | ©3/0 | 1/1 | x2/1 | @3/1 | 21/0 | z21/1 | 22/0 | 22/1 | y/0 | y/1
000
001
010
011
100
101
110
111

~
=

~N| OO | W N RO

A 3.18 Die nachfolgende Fehleriiberdeckungstabelle ist fiir y = Zi29 V z123 (— A 3.14) um
die fehlenden Werte zu ergénzen.

fl f2 fS f4 f5 f6 f7 f8 f9 flO fll f12 f13 f14

z3xaz1 |y |21/0|22/0|23/0 |21 /1| 22/1|23/1|21/0|21/1|22/0|22/1|23/0|25/1|y/0]|y/1
000
001
010
011
100
101
110
111

~+
T

N[O O WO

Bestimmen Sie aus der Fehleriiberdeckungstabelle eine minimale Testmenge T, -

A 3.19 Bestimmen Sie fiir y = Zy22 V 2123 (— A 3.14) die Ringsummendarstellung.

Berechnen Sie daraus die Booleschen Differenzen y,,, yz, und y,, und die Tests fir z;/0,z2/1
und z /0.

Ermitteln Sie die Tests fir 235/0, £3/1 und z3/0 mit Hilfe des D-Algorithmus.
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Aufgaben

A 3.20 Bestimmen Sie aus der folgenden Fehleriiberdeckungstabelle eine minimale Testmenge.

ol e s fa | fs| fo| fo| fs | fo|frol|fuin|fiz|fis]| fra
t; | ©1/0 | @2/0 | z3/0 | @1/1 | 22/1 | @3/1 | 21/0 | z1/1 | 22/0 | z2/1 | 23/0 | 23/1 | y/0 | y/1
0 X X X X
1 X X X X
2 X X X X X X
3 X X X X X X
4 X X X X X X
5 X X X X
6 X X X X X
7 X X X
A 3.21 Gegeben ist die folgende Schaltung:
X0 %
&
X2 O
=1 —O y
BES
XgOo— Zy

Bestimmen Sie die Ausgangswerte der fehlerfreien sowie der fehlerbehafteten Schaltung und
tragen Sie die Unterschiede (x) in die nachfolgende Fehleriiberdeckungstabelle ein.

fo | fe | fs | fa| fs | Jo | fr | fs | Jfo | fio | 1] fr2
t; | xzxox1 |y | 1/0 | 22/0 | z3/0 | &1 /1 | ®a/1 | w3/1 | 21/0 | 21/1 | 22/0 | z2/1 | y/0 | y/1
to | 000
ty | 001
to | 010
ts | 011
ty | 100
ts | 101
t6 | 110
tr | 111

A 3.22 Bestimmen Sie aus der gegebenen Fehleriiberdeckungstabelle

Hh o fo fs fa fs fe fr fs fo fio S fi2
to X X X
tq X X X X X
ty | X X X X X
t3 X X X X X
ty | X X X X X
ts X X X X X
te X X X X X
tr X X X
die Mindesttestmenge Tyyin -
)
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A 3.23 Am Eingang x5 der Schaltung aus Aufgabe 3.21 liege eine 1, am Eingang x3 eine 0
an. Am Eingang z; tritt ein Signalwechsel von 0 — 1 auf. Der Ausgang y sei unbeschaltet
(CL = 0). Die Leitungslaufzeit des Signals z; betrigt Atq,,, = Atq,,, = 0.3ns.

Mit welcher zeitlichen Verzogerung tritt der Signalwechsel am Ausgang y auf?

A 3.24 Bestimmen Sie fiir

Yy = x21 D (23 V x1)
M~ ——
21 zZ92

die Booleschen Differenzen y,,, ., und y,,. Ermitteln Sie die Tests fiir 21 /1, 23/0 und 25/1.
A 3.25 Geben Sie eine PLA-Realisierung fiir die Schaltung aus Aufgabe 3.21 an.

A 3.26 Gegeben ist die Schaltfunktion y = Z; V zox3. Die Schaltung soll ausschlieflich mit
NOR-Gattern und Invertern realisiert werden. Daraus ergeben sich folgende Zwischenvariable:

21 =215 22=21VZT2 23=21VZT3 Y=22Vzs

Skizzieren Sie die Schaltung. Bestimmen Sie die Tests fiir x2/0, x2/1 und 2z9/0 mit Hilfe des
D-Algorithmus.

A 3.27 Bestimmen Sie die Ringsummendarstellung fiir
y = (x2 V1) ® x3w) mit 21 = x2 V 21 und 29 = x377.

Berechnen Sie die Booleschen Differenzen y.,, yz,, y, und die Tests fiir 21 /0, 21 /1, x1/0, z1/1
und y/0 sowie y/1.
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4 Einleitung zum zweiten Teil

Parallel zur steigenden Komplexitéit integrierter Schaltungen (mehr als 100000 aktive
Elemente pro Chip) wurden neue Verfahren zur ihrer Uberpriifung entwickelt. Dies
fithrte vom zunéchst diskreten Aufbau kleinerer Schaltungen und ihrer Messung zur
rechnergestiitzten Simulation der durch Modelle beschriebenen integrierten Schaltung.

In den nachfolgenden Kapiteln wird der Ablauf des rechnergestiitzten Schaltungsent-
wurfs auf Schaltkreisebene behandelt. Auf dieser Ebene werden die Schaltungen
durch Transistoren, Kapazitidten, Widerstdnde, Leitungen, usw., beschrieben.

Die fiir diese Beschreibung entwickelten Modelle geben das physikalische Verhalten der
realen Bauelemente bei ihrer Simulation auf dem Rechner wieder. Die Genauigkeit der
Modelle und der verwendeten Verfahren (Algorithmen) bestimmen dabei sowohl die
Zuverlissigkeit des berechneten Schaltungsverhaltens als auch die Zeit, die der Rechner
dafiir benotigt.

4.1 Analysearten

Die drei wichtigsten Simulationen analoger Schaltungen sind
a) die Gleichstrom-(DC)-Analyse,
b) die Wechselstrom-(AC)-Analyse und
c¢) die Einschwing- oder Transienten-(TR)-Analyse.
Sie bilden die Grundlage fiir weitere Verfahren, wie z.B.
e die Rausch-(Noise)-Analyse (AC),
e die Verzerrungs-(Distorsion)-Analyse (AC) oder
e die Empfindlichkeits-(Sensitivity)-Analyse (DC bzw. TR).

4.1.1 Gleichstrom-Analyse

Hierbei wird das Verhalten einer Schaltung bei Anregung mit Gleichstrom oder Gleich-
spannung untersucht. Da dabei Kapazitéiten als Unterbrechungen und Induktivitaten
als Kurzschliisse wirken, besteht die Aufgabe darin, das Verhalten des verbleibenden
linearen oder nichtlinearen Widerstandsnetzwerkes zu berechnen.

Fiir ein nichtlineares Netzwerk erfolgt die Berechnung iterativ mit Hilfe linearisierter
Ersatzschaltungen (diese enthalten nur Widerstinde und Quellen). Die Losung wird als
Arbeitspunkt (Operating Point) bezeichnet.
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90 4 Einleitung zum zweiten Teil

Durch die Berechnung mehrerer Arbeitspunkte fiir verschiedene Werte einer Quelle an
einem definierten Eingang kann eine Kennlinie fiir diesen Eingang (Driving Point (DP)
Characteristic) ermittelt werden.

Ebenso kann fiir den Zusammenhang zwischen einer Ausgangsgrofie und einer Eingangs-
grofe eine Ubertragungskennlinie (Transfer Characteristic (T'C)) bestimmt werden.

Durch den Arbeitspunkt sind ferner die Anfangsbedingungen (Initial Conditions (IC)),
d.h., die Spannungen an den Kapazitdten und die Stréme durch die Induktivitdten
des Netzwerks, gegeben. Diese Werte werden hiufig als Ausgangsgrofien fiir weitere
Analysen benotigt.

4.2 Wechselstrom-Analyse

Bei der Wechselstromanalyse wird das Verhalten einer Schaltung bei Anregung mit
einem sinusformigen Signal kleiner Amplitude berechnet. Dazu werden die nichtlinea-
ren Kennlinien aller Schaltungselemente im Arbeitspunkt (der durch eine zusitzlich
anliegende Gleichspannung oder Gleichstrom festgelegt wird) linearisiert. Durch die
Linearisierung erhélt man sogenannte Kleinsignalmodelle, die im einfachsten Fall den
linearisierten Ersatzschaltungen der Gleichstromanalyse entsprechen. Soll das dynami-
sche Verhalten der Elemente (z.B. der Transistoren) stérker beriicksichtigt werden, so
werden die Kleinsignalmodelle um (parasitire) Kapazitéiten erweitert.

Durch wiederholte AC-Analysen fiir verschiedene Frequenzen eines Eingangssignals kann
der Frequenzgang einer Schaltung (Bode-Diagramme) ermittelt werden.

4.3 Transient-Analyse

Die Einschwinganalyse berechnet das zeitliche Verhalten einer nichtlinearen dynami-
schen Schaltung als Antwort auf ein sich d&nderndes Eingangssignal. Zur Berechnung
werden die nichtlinearen Elemente (Dioden, Transistoren, usw.) linearisiert und die
dynamischen (C’s, L’s, usw.) diskretisiert. Mit Hilfe der linearisierten Elemente (siehe
Gleichstromanalyse) wird iterativ das Verhalten der nichtlinearen Grofisignalmodelle,
mit den diskretisierten Elementen (die Diskretisierung fithrt wieder auf Widersténde
und Quellen) durch numerische Integration das Zeitverhalten der Strome und Spannun-
gen der Schaltung bestimmt.

Alle drei Methoden verwenden zur Berechnung der Schaltungsantworten lineare oder
linearisierte Netzwerke. Diese enthalten nur Widerstdnde und Quellen (bei der AC-
Analyse zusétzlich speichernde Elemente, wie z.B. Spulen und Kapazitdten). Die fiir
alle Netzwerke gleiche Knotenanalyse wird im folgenden Kapitel behandelt.
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5 Analyse linearer Netzwerke

Die Berechnung linearer Netzwerke ist ein wesentlicher Bestandteil der rechnergestiitz-
ten Netzwerkanalyse. Einmal kénnen die meisten Netzwerkprobleme als linear ange-
sehen werden und zum anderen erfolgt auch die Analyse nichtlinearer statischer und
dynamischer Schaltungen durch wiederholte Berechnung geeignet linearisierter Netz-
werke.

Die Analyse erfolgt in der Regel in zwei Schritten:
a) Aufstellen der beschreibenden Netzwerkgleichungen.
b) Numerische Losung der Gleichungssysteme.

Jede Analyseaufgabe kann unabhéingig von der Schaltungsart durch eine Knotenpoten-
tialanalyse gelost werden.

5.1 Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen

Die Aufbaustruktur eines Netzwerks ld8t sich vorteilhaft entweder zeichnerisch (in Form
eines gerichteten Graphen) oder mathematisch (durch topologische Matrizen)
beschreiben. Solch eine topologische (nur die Aufbaustruktur beschreibende) Matrix ist
die Knoten- bzw. Inzidenzmatrix.

Beispiel 5.1 Die Aufbaustruktur eines Netzwerks (— Abb.5.1) wird durch einen ge-
richteten Graphen (— Abb.5.2) wiedergegeben.

Abb. 5.1: Schaltungsmodell Abb. 5.2: Gerichteter Graph

Jedes Element der Schaltung bildet eine Kante des Graphen, die Richtung der Strome
(willkiirlich) legt dabei die Richtung der Kanten fest. Jede Kante beginnt und endet an
einem Knoten (Numerierung der Knoten beliebig).
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92 5 Analyse linearer Netzwerke

Knotenmatrizen geben an, welche Zweige eines Graphen mit welchen Knoten inzident
sind. Entsprechen die Knoten den Zeilen und die Zweige den Spalten der Matrix, so kann
fiir einen gerichteten Graphen die vollstindige Inzidenzmatrix mit folgender Definition
der Matrizenelemente a,, aufgestellt werden:

1, wenn der Zweig v vom Knoten p wegfiihrt
au = —1,  wenn der Zweig v zum Knoten p hinfiihrt (5.1)
0, wenn der Zweig v mit Knoten p nicht inzident ist

Beispiel 5.2 Fiir das vorhergehende Beispiel 5.1 ergibt sich die vollstandige Inzidenz-

matriz mit (5.1) zu:

0 0 1 1 1
0 1 0 0 -1
Ae = 1 0 -1 0 0
-1

-1 0 -1 0

Die Knoten 3, 2, 1, 0 sind den Zeilen 1, 2, 3, 4 zugeordnet, die Reihenfolge der Kanten
entspricht derjenigen der Spalten.

Fine genauere Betrachtung der im Beispiel 5.2 aufgestellten Matrix A, zeigt, daf die
Summe ihrer Zeilen stets Null ist. Dies ist so, weil jeder Zweig von einem Knoten aus-
geht und an einem Knoten endet. Die Zeilen der Matrix sind folglich voneinander linear
abhingig. Es kann daher eine beliebige Zeile der Matrix gestrichen werden, ohne die
Information iiber die Struktur des zugrundeliegenden Graphen zu verlieren (im folgen-
den wird immer die zum Masseknoten gehorende Zeile bei der Aufstellung der Matrix
weggelassen).

Beispiel 5.3 Durch das Streichen der zum Knoten 0 gehdrenden Zeile erhdlt man fir
die Inzidenzmatriz aus dem Beispiel 5.2

0 O 1 1 1
A= 0 1 0 0 -1
1 0 -1 0 0

Fiir ein Netzwerk mit |[N| = n 4+ 1 Knoten und |K| = k Kanten hat die Matrix A
die Dimension < n x k >. Mit Hilfe der Inzidenzmatrix kénnen sehr einfach Gleichungen
fiir die Stréme und Spannungen eines Netzwerks formuliert werden.

5.2 Das Knoten-Spannungs-System

Fiir zeitabhéngige Grofien werden im folgenden kleine Buchstaben (z.B. w), fiir Gleich-
stromgrofien grofie (z.B. U), fiir Quellen wird der Index 0 verwendet (z.B. Up) und
komplexe GroBen werden unterstrichen (z.B. i oder U).

Mit den Kantenstrom- und Kantenspannungsvektoren ¢ € R” und u € R" und dem
Knotenspannungsvektor u,, € R" folgt allgemein fiir das Kirchhoffsche Stromgesetz

K A-i=0 (5.2)
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5.2 Das Knoten-Spannungs-System 93

und fiir das Kirchhoffsche Spannungsgesetz

KU: u=AT u, (5.3)

Zur rechnerorientierten Netzwerkbeschreibung hat sich die Einfiithrung eines sogenann-
ten allgemeinen Zweiges bzw. einer Standardkante (— Abb.5.3) als vorteilhaft erwie-

sen.
L
Z,, : Kantenwiderstand (Impedanz)
Y., : Kantenleitwert (Admittanz)
Z. =R, : Gleichstromfall
U () 7 Zy = Ri+ jwL, : Wechselstromfall (stationér)
0x \_/ u, Z, = LH% : Wechselstromfall (dynamisch)
T ZK IOK
Ve Y. Problemfille:
Y., - 00 : bei,Y*“Kanten
Z., — o0 : bei,Z“-Kanten

Abb. 5.3: Standardkante
Mit dem Ohmschen Gesetz (OG) folgt fiir eine Standardkante x

Ve = uUg— Uy = Zli(ili - IOR) = Zk “Jks
jl’i - Z.K - IOF»J - YK(UFE - UOH) - Yl-i * Vg
und fiir alle Kanten 1,..., k in Vektorschreibweise:

Die Leitwertmatrix Y und die Widerstandsmatrix Z sind Diagonalmatrizen:
Y =diag(Y1,...,Y,...,Yy) e CP** Z =diag(Z,..., Z,..., Z;) € CF*¥

Die drei grundlegenden Gesetze (KU, KI, OG) sind somit:

KI: A-i =0,
0G: t—Iy=Y(u—U)y), (5.4)
KU: u=A" u,

Durch das Einsetzen von KU—-OG—KI in (5.4) folgt fiir das Knoten-Spannungs-
System allgemein:

AY ATu,, = A(YU, — I,) (5.5)

Mit den Abkiirzungen
Y, =AYy AT e c» (5.6)
© Dr. Leibner P~ @LL



94 5 Analyse linearer Netzwerke

fiir die Knotenadmittanz-Matrix und
I,=AYUy,—-I,)eC" (5.7)

fiir den Knotenquellenstrom-Vektor, folgen dann die Berechnungsvorschriften der
Knoten-Spannungs-Analyse (Z, # 0 fir k € {1,...,k}):

Y,u, = I,,
u, = Y, 'I,, 58)
u = ATu,, '
it = Y(u—-U)jp) +1I

Beispiel 5.4 Fiir das gegebene Netzwerk (— Abb.5.4) wird mit Hilfe der Gleichungen
(5.6) und (5.7) das Knoten-Spannungs-System aufgestellt.

L ORBORRO
I I I

—1 3 o— t=e>{ IOo—>—e—

I3 115 T 2 Ipo=g- Uy
Uo1 I, 5 N
{CD ¥y D Y, D \__/

Abb. 5.4: Netzwerk mit spannungsgesteuerter Quelle Ipo

Die Schaltung enthdlt eine spannungsgesteuerte Stromquelle Ipa. Die Behandlung aller
Quellen ist identisch. Fiir gesteuerte Quellen werden lediglich nach dem Aufstellen des
Gleichungssystems die steuernden Unbekannten auf die linke Seite gebrachit.

Aus dem Netzwerkgraphen (— Abb.5.5) wird zuerst die Inzidenzmatriz (— 5.9) aufge-
stellt.

00 1 1 1
A=|1 0 -1 0 0] (59
01 0 0 —1

Die Reihenfolge der Knoten beziiglich der-
jenigen der Zeilen (1, 2, 3) ist wieder 3,
Abb. 5.5: Graph zur Abb.5.4 2, 1.

Fir die Matriz der Kantenleitwerte gilt

Y1 0 0 0 O
0O Yo 0 0 O
Y=|0 0 Y3 0 O
0O 0 0 Y54 O
0 0 0 0 Y;5
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5.2 Das Knoten-Spannungs-System 95

Die Berechnung von (5.6) ergibt

Ys+Ya+Ys Y3 —Ys
Y, =AY AT = Y3 Y1 +Y3 0 . (5.10)
—Y;5 0 Yo+ Y5
Fir die Kantenquellenvektoren gilt
Uo 0
0 o2
Uy = 0 und Ig= 0
0 0
0 0
Damit ergibt sich fir (5.7) mit
0 0
AYU() = Y1U01 und AIO = 0
0 Io2
0
I, =AYUy— Aly= | Y1Up: | . (5.11)
—Io2

Mit
Ioo =9 -Us = g(Uns = Un1) = g - Unz — g - Un1,
(5.10) und (5.11) folgt das Knoten-Spannungs-System zu

Ys+Yi+Ys Y3 =Y5 Uns 0
-Ys3 Yi+Ys 0 Un2 | = | iUn
—Ys+g 0 Yo+Ys5—g Un1 0

Kommen keine ,, Y“-Problemkanten vor, so konnen aus dem Beispiel die Bildungs-
gesetze zum direkten Aufstellen des Knoten-Spannungs-Systems abgeleitet
werden.

a) In der Hauptdiagonalen von Y, steht in der Zeile ¢ die Summe aller Leit-
werte, die am Knoten ¢ anliegen.

b) Das Element y,, = yn,, ist der Leitwert zwischen den Knoten ¢ und k mit
negativem Vorzeichen.

c) Das Element i,, des Knotenquellenstromvektors ist die Summe aller am
Knoten k anliegender Stromquellen, wobei einflielende Strome positiv, her-
ausflieBende negativ gezéihlt werden und aller am Knoten k anliegender
Spannungsquellen, multipliziert mit dem Leitwert der Kante, in der die
Spannungsquelle liegt, wobei das positive Potential der Spannungsquelle
am entsprechenden Knoten positiv gezahlt wird.

Wird die Spannungsquelle mit Innenwiderstand zuvor in eine Stromquelle
umgeformt (— Abb.5.6), so ist die Regel fiir Spannungsquellen iiberfliissig.
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96 5 Analyse linearer Netzwerke

Abb. 5.6: Quellenumwandlung

Beispiel 5.5 Fir das lineare Netzwerk (— Abb.5.7) wird das Knoten-Spannungs-Sys-
tem fiir die Gleichstrom-(DC)-Analyse auf direktem Wege aufgestellt.

{1
R
7
© O @ a
4 R2 Ry = 1kQ
Ry = 2kQ
. ) ( r— Ry — 2k0
Rg @ i R3 I()l = 3mA
U03 I()5 = 1mA
.[06 = —500 MA
I01 : Uys = 1V
I06

Abb. 5.7: Netzwerk

Um dimensionslos arbeiten zu kinnen, werden zundchst die Werte der Schaltungsele-
mente auf Ugp = 1V und Rp = 1kQ (Ip = Ug/Rp = 1mA) normiert.

_ UphyS. _ Iphys
“PAE. Iy = B2

Ug Ip

)

]R3§8
I3

(O vzt
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Abb. 5.8: Netzwerk mit normierten Werten

Mit Hilfe der Bildungsgesetze a) und b) folgt fir die Knotenadmittanzmatriz'Y ,, (die
Knotenreihenfolge entspricht der Zeilenreihenfolge)

1/R8+1/R4+1/R7 —1/R4 —1/R7 2 -1 -0.5
Y, = “1/Ry 1/Ry + 1/ Ry 0 = -1 3 o0
“1/Rs 0 1/Rs +1/R; 05 0 0.625

und mit c) fir den Kantenquellenstromvektor

Io1 + Ios 2.5
I,= Ios = 1
Uog/Rg — Ios — Tog —0.375
Das Knoten-Spannungs-System ist somit
1/Rs+1/R4+1/Ry —1/Ry —1/R; Un1 Io1+1os
—1/Ry 1/Ro+ 1/Ry 0 U2 | = Ios
—1/Ry 0 1/Rs+1/Rr ) \Ups Uos/R3—1Ios—Log
bzw
2 -1 -0.5 Un1 2.5
-1 3 0 U | = 1 . (5.12)
—-0.5 0 0.625 Uns —0.375

Zur Berechnung der stationdren Wechselgréflen eines linearen zeitinvarianten Systems
(Linear-Time-Invariant-Sytem: LTI-System) werden die Methoden der Wechselstrom-
rechnung benétigt. Zu ihrer Wiederholung dient das folgende Beispiel.

Beispiel 5.6 Fiir eine lineare zeitinvariante Schaltung (— Abb.5.9) soll bei gegebener
Eingangserrequng
u(t) = U cos(wot) (5.13)

der Spannungsabfall am Kondensator uc(t) berechnet werden. Die Amplitude U wird
dazu sinnvollerweise reell angenommen (keine Phasenverschiebung).

Fiir die Schaltung gelten folgende Bezie-

hungen: i(t) IR_l NI%f\_
I S—
i(t) = Cdugt(t) u(t) uy(t)
ug(t) = i(t)l(%) l <> c ——
di(t
ur(t) = L 7
Maschengleichung:

Abbildung 5.9: Serienschwingkreis
—u(t) +un(t) +ur(t) + uc(t) = 0 g e

Setzt man in die Maschengleichung die restlichen Beziehungen ein, so folgt

di(t)
dt

—u(t)+i(t)R+ L +uc(t) =0,
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98 5 Analyse linearer Netzwerke

bzw. mach nochmaliger Differentiation

du(t) N di(t) N Ld%(t) N duc(t) _

dt dt dt? dt

Der Serienschwingkreis wird somit durch eine gewéhnliche Differentialgleichung (DGL)
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben:

d%i(t) N Rdi(t) N ii(t) _ dz;it)

L
dt? dt C

(5.14)

Zur Berechnung der stationdren Lidsung der Differentialgleichung wird die Eingangs-
spannung (5.13) komplex angesetzt:

L dul(t L
u(t) = Uelwot —%li ) = jone]wot

Der zu berechnende Strom wird ebenfalls komplex geschrieben:
i(t) = IelPielwot = [elwot (5.15)

Fiir die Berechnung der beiden Unbekannten, dem Betrag I und der Phase i, werden
zuerst die Differentialquotienten bestimmid,

di(t)
dt

4 d%i(t .
= Ljwoe’™, dlt(g ) I(jwo)?e? 0!

und dann in (5.14) eingesetzt:
. 2 jwot . jwot 1 jwot . 7y jwot
LI(jwy)“e’“°" + R Ljwoe’™® +5l€] 0f = juwoUel™°
Kiirzt man nun die Gleichung durch 70t und dividiert durch jwg, so folgt

1 .
jwoLl+R1+ij01:U. (5.16)

Daraus, daf$ sich ¢?“°t qus (5.16) herauskiirzen lit, kann man folgern, dafi LTI-Systeme
zwar die Amplitude, nicht jedoch die Frequenz der Eingangssignale verdndern.

Mit den komplexen Ansitzen der Zeitfunktionen u(t) und i(t) geht die gewdhnliche DGL
mit konstanten Koeffizienten (5.14) in eine lineare Gleichung fiir I iiber. Diese kann
sofort nach I aufgelost werden:

(5.17)
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komplexer Widerstand komplexer Leitwert
1
Scheinwiderstand (Impedanz): A Scheinleitwert (Admittanz Y): 7
1
Wirkwiderstand (Resistanz): R | Wirkleitwert (Konduktanz G): =
1
Blindwiderstand (Reaktanz X): - c Blindleitwert (Suszeptanz Bo):  jwoC
Jwo
1
X7 jwolL B
A JwWo 21 jwoL
Zahlenbeispiel: R =1Q, C =1F, L=1H, U =1V, wy = 2s™ L.
Mit diesen Werten folgt fiir (5.17)
2 4—j6 2 [ (—6)} 2 _joos
I = = = ex arctan = ——e IV7°,
T3 2 13 TRy 4 V13
Durch Realteilbildung erhdlt man dann aus (5.15)
2 : :
i(t) = Re{i(t)} = Re{—=e 70-98es2t
(t) {u(t)} { ik }
2 2
= Re{—==cos(2t —0.98) +j sin(2t — 0.98
(s cos(21 —0.98) + j—= sin(2t — 0.98))
2
i(t) = —==cos(2t—0.98). (5.18)

V13

Die Wechselstromrechnung beriicksichtigt keine Anfangsbedingungen. Ihre Ergebnisse
sind nur fir ein stationdres (eingeschwungenes) System richtig. Werden die Anfangs-
bedingungen beriicksichtigt, so folgt fiir den Strom (5.20). Die unterbrochene Linie in
Abb.5.10 ist die Lisung der Wechseltromrechnung, die durchgezogene stellt die korrekte
Lésung dar (dies gilt auch fiir Abb.5.11).

0.6
0.4 0.2 i ‘\‘. /\ /\
0.1/ \i
0.2 / P
ik fa e 8
4 8 0.1/ |
-0.2 / \ J
-0.2¢ \‘ ';'
0.4 -0.3
Abb. 5.10: (5.18) und (5.20) Abb. 5.11: (5.19) und (5.21)

Fiir die Spannung am Kondensator folgt

Upm T = _moos _ L —jooseg) - L

TJwoC jVI13 V13 V13

—j2.551

e bzw.
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100 5 Analyse linearer Netzwerke

1 ) )
uc(t) — Re{\/_1_367]2.551632t}
1 1
= Re{——=-cos(2t —2.551) + 7 sin(2t — 2.551
g o ) = sin( )
1 1
t) = ——cos(2t —2.551) = sin(2t — 0.98). 5.19
UC( ) \/ﬁ ( ) \/ﬁ m ) ( )

Dies ergibt fiir den stationdren Fall eine Ubereinstimmung (— Abb.5.11) mit der kor-
rekten Lisung (5.21).

Die vollstindigen Losungen werden mit Hilfe der Laplace-Transformation berechnet (—
Kap.7.1). Diese beriicksichtigt die Anfangsbedingungen bei der Berechnung der Diffe-
rentialgleichung (5.14). Die berechneten Lisungen enthalten dann die fliichtigen und die
stationdren Anteile der Signale i(t) und uc(t). Mit t — oo gehen die fliichtigen Anteile
gegen Null und es bleiben die stationdren Schwingungen (5.18) und (5.19) ibrig.

, 2 2 42 V3
1(t) = ——=cos(2t — 0.98) + —e cos(—t + 2.86 5.20
(t) = = cosl e (3 ) (5.20)
stationdr ﬂz’i;;Ltig
—t/2
1 e 3 1 V3
uc(t)= sin(2t—0.98)+—— |[sin(—t+2.86) — — cos(—t+2.86 5.21
stat?onc'ir fliichtig .

Beispiel 5.7 Fiir das lineare Netzwerk (— Abb.5.12) wird das Knoten-Spannungs-Sys-
tem fiir eine stationiire Wechselstrom-(AC)-Analyse aufgestellt.

O /YY) o
L
2 R = 1kQ
DR L, Ly = 1mH
Ly = 500 pH
@ —Cy C1 = 1nF
Cy = 2nF
t
uOl( ) { C) C1 uor(t) = 4 cos(wt)
(Un = 4V)
w = 10%s7!

Abb. 5.12: RLC-Netzwerk

Zuerst werden die Werte der Schaltungselemente auf die folgenden Bezugsgrifien nor-
miert.
Ug=1V, Rp=1kQ wund wp=10s""

Fir den normierten Widerstandswert ergibt sich dann mait

Rphys

Ry = —Phws
N R
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5.3 Das erweiterte Knoten-Spannungs-System 101

Ry =1, fir die Spannung mit
Uph
U — =Phys
Un Us

Uy = Uory = 4, fiir die Induktivititen mit

R L
Lp = =B und Ly = Zphys
wpB LB
Ly, =1 und Lo, = 0.5, fiir die Kapazititen mit
Con
Cp = d Cy=-E£
B~ Rpws b N Cg
Ciy =1, Coy =2 und fiir die Kreisfrequenz mit
wy = Wphys
)
wy = 1. Unter Verwendung der Bildungsgesetze a)—c) erhdlt man schliefilich das
Knoten-Spannungs-System
1 1 . 1 1 1
R ]lel Jwlo . Jwly Jwlo U,, Uy /R
— — 4 jwC 0 =
Gl Jwl, TIYe Uno 0
1 . 1 . Uns 0
el jwLy Y
bzw. mit normierten Werten das Gleichungssystem
1=-35 7 25\ (Un 4
J 0 0 Us|=10]. (5.22)
27 0 0 U,z 0

Alle bisher behandelten Schaltungen waren frei von ,Y“-Problemkanten. Eine , Y-
Problemkante entsteht z.B., wenn eine ideale Spannungsquelle allein in einem Zweig
liegt. Neben diesen Kanten mit Z, = 0 kommen h#ufig solche mit Z, =~ 0 vor.

Bei der Berechnung des Knoten-Spannungs-Systems kann es dann wegen der sehr un-
terschiedlichen Werte der Matrixelemente zu numerischen Schwierigkeiten und Fehlern
kommen. Um dies zu vermeiden, werden Kanten mit Z,, = 0 getrennt behandelt. Diese
Vorgehensweise fithrt auf das sogenannte erweiterte Knoten-Spannungs-System.

5.3 Das erweiterte Knoten-Spannungs-System

Zur Aufstellung des erweiterten Knoten-Spannungs-Systems werden die Kanten in ,, Y-
Kanten (Normalfall) und ,,Z“-Kanten (Problemkanten) aufgeteilt. Die Inzidenzmatrix
A und der Kantenstromvektor ¢ werden dazu nach ,,Y“- und ,,Z“-Kantenzugehorigkeit
sortiert:

A=(AyAy), i= (Z)
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102 5 Analyse linearer Netzwerke

Fiir (5.4) folgt damit

KI: Ay -1y + Ay 17 =0,
OG: ity — Ioy = Y(uy — Upy), (5.23)
KU: uy = A; cUp,.

Setzt man nun KU—-OG—KI ein, so ergibt dies
AyYAg’u,n + Az iy = Ay(YUQy — I()y). (524)

Fiir die ,,Z“-Kanten gilt

OG: UZ—UQZ :Z(iz—Ioz),
(5.25)
KU:uy = AL - u,.
Mit KU—=OG folgt
AL u,—Z iz =Uyy - Z Iyy. (5.26)

Die Gleichungen (5.24) und (5.26) kénnen nun zum erweiterten Knoten-Spannungs-
System zusammengefafit werden:

AyYAL Az [u, Ay (YUoy — Ioy)
g o\ _ (5.27)
A, -7 iz Uz —Z 1oz

Mit den Definitionen (5.6) und (5.7) folgt einfacher

Y, Ay Uy, I,
. — 5.28
<A§ —Z>(%Z> (UOZ—Z'IOZ> (5:28)

Beispiel 5.8 Die gegebene Schaltung (— Abb.5.13) enthdlt eine Spannungsquelle ohne
Innenwiderstand.

Abb. 5.13: Schaltnetz mit Problemkante (Kante 1)

Fiir die Problemkante 1 ist die Inzidenzmatriz (Knoten- gleich Zeilenreihenfolge)

Ay = <(1)> . (5.29)
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5.3 Das erweiterte Knoten-Spannungs-System 103

Ohne Beriicksichtigung der Problemkanten folgt fiir die Knotenadmittanzmatrix

(Yt Ys =Y o
Y, = ( Y, v —{—Y4> , firZ = 0. (5.30)

Weiter gilt

I, = ( 0 > und Uoy — Z - Ioz = U (5.31)
—1lo4
Mit (5.29), (5.30) und (5.31) folgt fir das erweiterte Knoten-Spannungs-System:
Yo+Ys Y 1 Un 0
-Y5 Yo+Ys O Uwp | = —Iyy (5.32)
1 0 0 I Uo1

Beispiel 5.9 Fiir das gegebene Netzwerk (— Abb.5.13) wird das erweiterte Knoten-
spannungssytem aufgestellt. Die Problemkante mit Zs = 0 ist Kante 5.

Abb. 5.14: Schaltnetz und Graph mit Problemkante (Kante 5)

Fiir die Inzidenzmatriz (Knoten- gleich Zeilenreihenfolge) der Problemkanten folgt damit

Ay =|-1]. (5.33)

Die Knotenadmittanzmatriz der Leitwerte ergibt

Yi+Yy+Ys Yy —Ys
Y, = -V Yo+Yy 0 , die Widerstandsmatriz Z = 0. (5.34)
—Ys 0 Y3+Ys
Mit
—Io1 + Los
I,= 0 bzw. Uogz — Z - Inz = U,
Uos - Y3 — Iog
-
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104 5 Analyse linearer Netzwerke

(5.33) und (5.34) folgt

Yi+Ya+Ys Y, —Ys 0 Un1 —Io1 + los
—Y5 0 Y3+Ys 1 Un3 Upz - Y3 — Ip '
0 -1 1 0 I Uos

Nimmt man weiter an, daf die Spannung Ups 2. B. eine stromgesteuerte Spannungsquelle
18t,

Uos =1 14,
so folgt wegen
Un2 - Unl
Ups =r——
05 =T o
fiir das erweiterte Knoten-Spannungs-System:
Yi+Yi+Ys =Y, —Ys 0 Uni —Io1 + Ios
-Y, Yo+ Y, 0 —1 Uno _ 0 (5 36)
—Ys 0 Y3+Ys 1 Uns Uos - Y3 — los '
r-Yy —1—-r-Y 1 0 I 0

Beispiel 5.10 Im Schaltnetz aus Abb.5.14 werden drei Kanten zu Z-Kanten gemacht.
Neben der Problemkante 5 (Ups) sollen dies die Kanten 1 und 4 sein. Dies ist z.B.
dann sinnvoll, wenn Ry und R4 sehr klein sind. Fir die Inzidenzmatriz folgt dann
(aufsteigende Kantenreihenfolge)

1 -1
Az=10 1 -1
0 0 1
Die Widerstandsmatriz ist
Ry 0 O
Z=|1 0 Ry O
0 0 O
und fir die Strom- und Spannungsquellen folgt
0 In1
UOZ = 0 und IOZ = 0
Uos 0

—Ry - I
Uiz —Z - -1Iyz = 0
Uos

ergibt sich fiir das erweiterte Knoten-Spannungs-System:

Y 0 Y =1 0 Un1 Toe
0 Y; 0 0 1 -1 Un2

~Ys 0 Y3+Ys 0 0 1 Un3
1 0 0 —R; 0

-1 1 0 0 —Ry
0 -1 1 0 0

Uoz - Y3 — Iog
I —Rq - I
1y

I5

o O O

Uos
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5.4 Der GauB-Algorithmus 105

5.4 Der GauB-Algorithmus

Fiir ein inhomogenes Gleichungssystem der Form

a1 a2 -+ Qin 1 b1
S | I S e (537
anl Aap2 - Aanp Tn by,
bzw.,
A-z=b, (5.38)

wird die Losung & = A~'b gesucht (A ist hier nicht die Inzidenzmatrix, n nicht die
Anzahl der Knoten!).
Fin nach CARL FRIEDRICH GAUSS benanntes Losungsverfahren geht davon aus, dafl
a) bei einer Vertauschung zweier Zeilen,
b) einer Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl # 0 und

c) einer Addition (bzw. Subtraktion) eines Vielfachen einer Gleichung zu (bzw. von)
einer anderen

das urspriingliche Gleichungssystem in ein dazu dquivalentes iibergeht. Da diese Um-
formungen auf dieselbe Art und Weise wieder riickgéingig gemacht werden kénnen, ist
die Losungsmenge des umgeformten mit derjenigen von (5.37) identisch.

Alle Umformungen erfolgen zeilenweise, es ist daher sinnvoll, A und b zuvor zu einer

erweiterten Koeffizientenmatriz (A b) zusammenzufassen:

1 1 1 1
Al )

L @) (1 5@
(Ap = | @ e b (5:39
B oy ol

Der Index (1) kennzeichnet das urspriingliche Gleichungssystem vor dem ersten Elimi-
nationsschritt.

Die Gaufi’sche Elimination besteht aus zwei Schritten,
a) einer Vorwirtselimination und
b) einer Riickwirtssubstitution.

Zur Vorwértselimination bringt man durch eventuelle Zeilenvertauschung eine Zahl
# 0 an die erste Stelle der ersten Spalte und macht anschlieBend die darunterstehenden
Zahlen durch die Subtraktion des (agll) / agll))—fachen der ersten Zeile von der zweiten,
des (agll) / agll))—fachen der ersten Zeile von der dritten, usw., zu Null. Das resultierende
Gleichungssystem ist dann

R AR I I
0 a;22) e a;i) ng) B 0
S L : (A1b1)?
0 ay - am b 0
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106 5 Analyse linearer Netzwerke

Die gleichen Umformungen werden nun in (A; b)) durchgefiihrt.

Fiir det A # 0 ist die Vorwértselimination nach n — 1 Schritten beendet.
(Ab)N 5 (A1 5)P 5 5 (A2 by2) "V = (A, b)) ™ = (a?) p(7)) ()
Zur Riicksubstitution wird zuerst aus

T - aﬁj;g = p(™

n

ZT,, dann aus

Tp—1- gln 117)1 1 +xp - a/,gln 117)L = b(n R

ZTp—1, Usw., bestimmt. Die Losung @ ist nach n Schritten berechnet.

Beispiel 5.11 Fiir das Knoten-Spannungs-System (5.12) von Seite 97 wird mit Hilfe
des Gauf-Algorithmus die Losung U, berechnet. Die erweiterte Koeffizientenmatriz ist

2 -1 0.5 2.5
-1 3 0 1
-05 0 0.625 —-0.375

Durch die Subtraktion des (—1/2)-fachen der ersten Zeile (agll) = 2 und agll) = -1)
von der zweiten und des (—0.5/2)-fachen der ersten von der dritten wird die Grifie Up;
eliminiert:

2 —1 —0.5 2.5
—1-(5)-(2)  3=(5)-(-1)  0—(5)-(=05) 1—(5):(2:5)
—0.5—(=22)-(2) 0—(=32)-(-1) 0.625—(=22)-(-0.5) —0.375—(=22)-(2.5)
2 -1 -05 25
=10 25 —025 225
0 -025 05 0.25
Die gleiche Vorgehensweise angewendet auf
@ _( 25 —025 225
(A1) <—o.25 05 0.25
eliminiert Uya:
2 ~1 —0.5 2.5
0 2.5 —0.25 2.25
0 —0.25— (=22)-(2.5) 0.5— (=9£2)-(—0.25) 0.25 — (=222)-(2.25)

2 -1 —05 25
=10 25 -025 225 (5.40)
0 0 0475 0.475

Durch Riicksubstitution erhdlt man

0.475-Upz = 0475 bzw. Upz =1,
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5.4 Der GauB-Algorithmus 107

25-Upe—025-1=225 bzw. Uyp=1 wund
2-Uy1—1-1-05-1=25 bzw. Uy =2.
Die Lisung des Gleichungssystems lautet somit:

2

Der GauB-Algorithmus erzeugt durch eine Reihe von Zeilenumformungen aus A € C™*"™
eine Matrix in rechter oberer Dreiecksform (z.B. (5.40)). Entstehen durch diese elemen-
taren Zeilenumformungen keine Nullzeilen, so sind die Zeilen von A linear unabhéngig
und der Rang der Matrix ist

rang(A) = n.

Treten durch die Umformungen in A eine oder mehrere Nullzeilen auf, so gilt
rang(A) =r < n.

Ist gleichzeitig
rang(A b) # rang(A),
so hat das Gleichungssystem A -« = b keine Losung, es ist inkonsistent (es gibt z.B.
kein x,, fiir das die Gleichung 0 - z,, = b%n) erfiillt wird).
Ist
rang(A b) = rang(A) =r < n,

so gibt es n — r frei wihlbare Variable (sogenannte freie Variable), bzw. eine (n —r)-
dimensionale Losungsmannigfaltigkeit.

Die Gauf-Elimination kann folglich ein eindeutiges, ein mehrdeutiges oder gar kein Er-
gebnis liefern. Die Losungsstrukturen in (5.41) bzw. (5.42) enthalten alle diese Moglich-
keiten.

w o ) , (1) ptH

a1 Ay Aypqq 0 Ay x %2)
o o al || |
0 - 0 a% a7, - o) [ =1 o (5.41)
0 - - 0 0 e 0 Tn bﬁf)

RTT AT‘,n—r Ty o br
<Onr,r Onfr,n—r ) <mnr ) o (bnr > (542)

Die tiefergestellten Indizes in (5.42) geben jeweils die Anzahl der Zeilen (erster) und
Spalten (zweiter) an. Ist die Lésbarkeitsbedingung

b,—r =0 bzw. rang(Ab)=rang(A)

erfiillt, so kann A - & = b vier unterschiedliche Lésungen haben:
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108 5 Analyse linearer Netzwerke

a) 7 =n; b # 0: inhomogenes Gleichungssystem, rang(A) = n, det(A) # 0.
R,, x,=0,
Die Losung x, = R™! - b wird durch Riicksubstitution (Beispiel 5.11) bestimmt.
b) r =n; b= 0: homogenes Gleichungssystem, rang(A) = n, det(A) # 0.
R,, x,=0

Die einzige Losung ist , = 0.

c) r <n; b# 0: inhomogenes Gleichungssystem, rang(A) < n, det(A) = 0.
R, x =—-A v Typr+b, det(R,)#0
Die allgemeine Losung berechnet sich zu
z. =R, A, zo .+ R, b,

Die n—r freien Variablen in @, _, konnen beliebig gew#hlt werden. Die Festlegung
von &,_, fithrt auf eine spezielle (partikulére) Losung, z.B.

€, = R;Tl -b, fir x,_,=0.

d) r <n; b= 0: homogenes Gleichungssystem, rang(A) < n, det(A) = 0.
R, -x,=—A; - Tp_y, det(R,,) #0
Fiir die allgemeine Losung folgt
x,=-R, A, @,

die n — r freien Variablen in x,_, kénnen wiederum beliebig gewéhlt werden.

Beispiel 5.12 Das Knoten-Spannungs-System (5.22) von Seite 101 wird mit dem Gauf-
Verfahren gelost. Die erweiterte Koeffizientenmatriz ist

1-3j j 2j 4
J 0 0 O
2j 0 0 O
Der erste Eliminationsschritt ergibt
1—3j j 2j 4
i () 1-3) 0- ()0 0-(g)-@) 0-(5)@
25— (Z5)--3) 0- ()0 0-(25)@) 0-(25)@
1—3j j 2j 4
= 0 0.14035 024065 12-045 ],
0 024065 044125 24—-0.85
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5.4 Der GauB-Algorithmus 109

der zweite
1-3j j 27 4
0 0.14+0.35 0.240.65 1.2—-0.4y
0 0 0 0

Durch den Rangabfall von 1 entsteht eine 1-dimensionale Losungsmannigfaltigkeit, die
Variable U,,5 ist daher frei wahlbar:

QnSZ)‘

Fir U, in Abhdngigkeit von \ erhdlt man dann

1
U = —[1.2—-0.45 — A\(0.2+ 0.65
= —4j —2)
und fir U,
U, = — [(4]+2))j — 2jA +4]
= 0.

Die Liosung des Gleichungssystems lautet somit

0 0
U,=j|-4|+x] -2
0 1

Da U, = 0 ist, sind beide Serienschwingkreise in Resonanz. Der Strom durch R teilt
sich dabei auf beide Schwingkreise auf. Uber die Werte der Teilstrome ist keine Aussage
mdaglich.
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6 Analyse nichtlinearer resistiver Netzwerke

FEin grofler Teil der Elemente elektrischer Schaltungen ist nichtlinear. Ein nichtlineares
Gleichungssystem ist in der Regel nicht geschlossen sondern nur iterativ losbar. Ein
Verfahren zur iterativen Berechnung nichtlinearer Gleichungssysteme ist das Newton-
Verfahren. Die Anwendung des Verfahrens auf nichtlineare Schaltungen wird im fol-
genden beschrieben.

6.1 Das Newton-Verfahren

Gesucht ist die Nullstelle 2* einer nichtlinearen Funktion f(x),
f(z*)=0. (6.1)
Dazu legt man in einem Punkt z(?) die Tangente
fl@) = f@) + f/(@9) (@ - =)
an f(z) und berechnet deren Nullstelle (— Abb.6.1):

(0)
0 1 #(1O((1) _ (0)) — o _ [
f@®) + (™) (x ) =0=z x 70
Im niichsten Schritt wird der gleiche Vorgang im Punkt () wiederholt (— Abb.6.1):
(1)
W) 4 (20 (2@) _ 5D = @ _ 0 _ fE&7)
f@)+ ff(a")(z 2 )=0=2"% =z P

f(x)

f(X(O) )

fxV);

1 U i X
<@ O

Abb. 6.1: Newton-Iteration

Die Iteration wird so lange fortgefiihrt, bis ein zu Beginn festgelegtes Abbruchkriterium

€ erreicht ist:
2 — (D) < ¢

Der zuletzt berechnete Wert (") stimmt dann mit einer durch e festgelegten Anzahl
von Stellen mit der gesuchten Losung z* {iberein.
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112 6 Analyse nichtlinearer resistiver Netzwerke

Das Newton-Verfahren hat folgende Iterationsvorschrift:

. f(aj(u)) .
x(MJr ) x(#) _ f/(x(u))’ w=0,1,... (6.2)

Die durch (6.2) erzeugte Folge (z(")),>0 konvergiert sicher fiir jeden Startwert z(*) €
I = [a,b] monoton gegen z*, wenn die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind. Diese
Bedingungen sind hinreichend, jedoch nicht notwendig. Das Verfahren kann auch dann
konvergieren, wenn eine oder mehrere Forderungen verletzt werden.

Konvergenzbedingungen:

a) f(a)- f(b) <O0.

Die Nullstelle mufl von a und b eingeschlossen werden (— Abb.6.1).

b) f'(x) # 0.
Im Intervall darf die Funktion weder einen Wendepunkt noch ein Maximum oder
Minimum besitzen, da sonst die Tangente in diesem Punkt nur im Unendlichen
einen Schnittpunkt mit der Abszisse hat (Division durch Null in (6.2)). Die Funk-
tion muf} im Intervall monoton verlaufen. Monotonie allein reicht jedoch nicht (—
Abb.6.4b). Es wird zusétzlich Konvexitidt oder Konkavitét gefordert.

¢) «) f’(x) >0 fir x € I (Konvexitit — Abb.6.2) oder

B) f"(x) <0 fir z € I (Konkavitit — Abb.6.3).
f(x) f(x)

fix?)q (O :

* / x
Abb. 6.2: Konvexer Verlauf der Funktion in [
f(x) f(x)
f(X(O) ) f(X(O) )
X*
f T~ X Kl f X
x© \ x@® x(l)/x* x©

Abb. 6.3: Konkaver Verlauf der Funktion in [

Wird fiir eine konvexe Funktion der Startwert so gewiihlt, daf f(z(®) > 0 ist (—
Abb.6.2), so konvergiert die Folge (l‘(u))#zo monoton gegen z*.

Fiir eine konkave Funktion gilt entsprechend f(z(?)) < 0.
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6.1 Das Newton-Verfahren 113

Sind die Vorzeichen von f”(z) und f(z(?)) verschieden (— Abb.6.3), so ,springt*
das Verfahren iiber z* hinweg. (Ist die Konvexitdt bzw. Konkavitdt nicht fiir
das gesamte Intervall I gesichert, so ist nach solch einem Sprung (z.B. iiber eine
Polstelle hinweg) die Konvergenz fraglich.)

d) f/(.’E) S b —a
f'(x)
Diese Forderung kann immer erfiillt werden, es ist b — a nur entsprechend klein zu
wéhlen.

Die Konvergenzzuordnung des Verfahrens wird mit Hilfe der Taylorreihe der Funk-
tion in 2,

Fla) = Fa®) + @) —2) + 2 fE)a W) = 0; £ 2", (63)

und der Nullstelle der Tangente in (),
F@®) + (W) (2D — 21y = 0, (6.4)
bestimmt. Mit dem Losungsfehler
gt ) — (1) _ ) (6.5)

und der Subtraktion der Gleichung (6.4) von (6.3),
W) 4 f1 W) (D) — gy (£ (W) — f(zm) . W) 4 %f”(f)(e(“))Q] =0,

folgt
f(zW)y . gt %f//(g)(g(u)y =0.

Liegen & und 2" nahe genug bei z*, so ist der Losungsfehler

bt 1(5(@)2@ (6.6)

2 f'@)
Das Verfahren konvergiert also fiir einfache Nullstellen (f/(z*) # 0) quadratisch. Fiir
Funktionen mit Nullstellen n-ter Ordnung,

f@) = (x—2%)" hz), h(z")#0,
folgt mit (6.2) und (6.5)

5(u)h/(;,3(u))
- - 74 h x(ﬂ)
gmn:gm_f@%):ww”—l.(y—ﬁ) \ )_
li !
f(zW) n €“h(~"3“)+h(x(u))
n

Fiir (") nahe z* (¢ < 1) gilt dann nur noch lineare Konvergenz:

St 1) oy L
n
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114 6 Analyse nichtlinearer resistiver Netzwerke

Bei der praktischen Anwendung des Newton-Verfahrens wird in der Regel nicht {iber-
priift, ob alle Voraussetzungen fiir die Konvergenz erfiillt sind. Aus diesem Grund
kommt es hiufig zu Konvergenzproblemen (— Abb.6.4b,c). Zur Vermeidung dieser
Probleme ist eine giinstige Wahl des Startwertes (in der Nahe der Nullstelle) von ent-
scheidender Bedeutung.

f(x)

Abb. 6.4: (a) Konvergenz, (b) Oszillation und (c) Divergenz des Newton-Verfahrens

Beispiel 6.1 Fiir die gegebene Schaltung (— Abb.6.5) wird der Arbeitspunkt mit Hilfe
des Newton-Verfahrens bestimmdt.

O | j = L(exp (%)—U

Iy J I, = 107'° A (Sperrstrom)
a KT
Ry |vY/ Ur = — =0.0259 (Temp.-Spannun,
\__J T p ( p--op 9)
q = 1.6-107' As (Elementarladung)
@ E = 139-107% %9 (Boltzmannkonst.)
T = 298 K (abs. Temperatur)

Abb. 6.5
Ry = 1009; Ip=0.1 4

Die Summe der Stréome am Knoten 1 ist

F0) = o~ -~ Li(ex (U—> - (6.7

T

Gesucht ist die Spannung v*, die das Kirchhoffsche Stromgesetz erfiillt:
) =0 (6.8)

Neben der numerischen gibt es auch eine graphische Methode zur Arbeitspunktbestim-
mung. Der Arbeitspunkt (— Abb.6.6) ist dabei der Schnittpunkt der Arbeitsgeraden

y=-—0.01-v+4+0.1

mit der Diodenkennlinie

j = L(exp (ULT> —1). (6.9)
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6.1 Das Newton-Verfahren 115

Der Schnittpunkt der Arbeitsgeraden mit der Abszisse ergibt sich aus der Klemmen-
spannung zwischen den Knoten 1 und 0 bei Leerlauf (j = 0), der Schnittpunkt mit der
Ordinate aus dem Kurzschlufistrom (v = 0).

j[A]
0.1 1 Arbeitspunkt
0.08-
0.06
0.04
0.02+

0 : : : v[V]
0 1.0 2.0 3.0

Abb. 6.6: Graphische Arbeitspunktbestimmung

Fiir die numerische Nullstellenbestimmung folgt mit

die Iterationsvorschrift zu:

T
[ Ry (1)
I+—[ST i exp (—UU >

Aus Abb.6.6 kann man ablesen, dafS der Arbeitspunkt bei ungefihr 0.5V liegen mufs.
Das Intervall fir die Wahl des Startwertes wird daher zu I = [0,0.6] gewdhlt. In I gilt
dann

a) £(0)£(0.6) = 0.1-(—1.0681) = —0.1068 < 0,
b) f'(v) #0 und

M) = — 1 cexp | — onkav
c) [(v) = )2 p(UT><O(k: kav).

oK) —IyRo+IsRo(exp (#

~1)
D) = (W) = () — ) , u=0,1,2,... (6.10)

Wegen a) und ¢) wird v(%) = 0.6 als Startwert gewdhlt (gleiches Vorzeichen von f(v(®)
und der zweiten Ableitung). Die sich mit (6.10) ergebende Folge (v\M),>¢ ist:

g |0 1 2 3 4
(™) | 0.57621 0.55559 0.54141 0.53579 0.53508

Nach iiblichem Runden folgt dann fir den Arbeitspunkt:
v* = 0.5351

Eine schaltungstechnisch ndherliegende Methode zur Arbeitspunktbestimmung ist die ite-
rative Berechnung der linearisierten Schaltung.
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116 6 Analyse nichtlinearer resistiver Netzwerke

Dazu wird zuerst die Diodengleichung (6.9) an der Stelle v*) linearisiert:

k) o 4 25 (U(MH)_U(M))

ov
el
B B 10 B e e 0 B 10 R (0 S L, (@)
Ur Ur
Gt = gl ) o) gl gy (6.11)

Quellenkorrektur

Aus (6.11) kann dann das linearisierte Ersatzschaltbild (— Abb.6.7) direkt angegeben
werden.

(u+1)
@3 @ o= W

v XZ linearisiert V(MH) G(u) f \

W,
()o— (e

Abb. 6.7: Linearisiertes Ersatzschaltbild der Diode im (u + 1)-ten Iterationsschritt

Durch das Finsetzen der Ersatzschaltung der Diode in das Netzwerk (— Abb.6.8), erhdlt
man die Schaltung im (pu + 1)-ten Iterationsschritt.

W

O
O

I, - G yw
I D] ~w 7
J Y0 v G( \ J

)

C%)
Abb. 6.8: Linearisierte Schaltung aus Abb.6.5

Fiir (6.8) folgt dann mit (6.11)

(ht1)
Iy — UR — W) = 0 baw.
0
+1
. ”(; " et _ 0 4 gy — g

0

und durch Umstellung nach v+ wieder (6.10):
St GWoym) — ) 4 1y
RLO +GW

P~ @LL © Dr. Leibner



6.1 Das Newton-Verfahren 117

L exp (%) v — I, (exp (%) -1)+ 1

o) = Ur
1 I v(k)
Ro Tt Up P (U—T)

IyRy + % exp (%) v — I, Ro(exp (%) -1)

1+ —I‘fﬁo exp (%)

v (1 + % exp (%;))) — (v(“) — IpRy + IsRo(exp (#) — 1))

T
I RO 'U(“)
1+ —;]T exp (_UT

Ur
IsRo | v
1+ Uy " eXp < Ur

Die iterative Berechnung der linearisierten Schaltung entspricht somit der direkten Be-
rechnung der nichtlinearen Ausgangsgleichung (6.8) durch das Newton- Verfahren.

W) — IoRo + IR v
St g 0T ofexp (77) ~ 1)

Die Nullstellenberechnung bei einem System von n Gleichungen,
f(z®) =0,
erfolgt nach zeilenweiser Linearisierung der Funktionen
dfi(x) Ofi(x)
ox1 O

ofi(x™) _ 0fi(x)
8:1/‘]' o 8:6]' ’

r=xH)

fu@) = fi(@™) + (- 2) + (g — 2l -

8fi(a:(“))
+ Oxy,

sowie ihrer Zusammenfassung zu einem Gleichungssystem,

fla) = f@®) + I (@) - (2 - 2),

Axp—a™) fir i=1,...,n und

durch die iterative Losung der Tangentengleichungen
FW )y = ey + J(@®W) . (k) — W)y =0, p=0,1,... (6.12)

Umgestellt nach 2*+1) fiihrt (6.12) auf die Iterationsvorschrift fiir das n-dimensionale
Newton-Verfahren:

2t = g — g Wy )y, p=0,1,... (6.13)

Die Matrix J wird Funktional- bzw. Jacobische Matrix genannt. Sie enthilt alle
Ableitungen aller Funktionen nach allen Variablen:

of () B ofi(@)
ox1 Oxy,
_0f(x) _ : dfs(x)
J(@) = ox ’ < oz, >U’p
ox1 Oxy,
© Dr. Leibner P\/©/\\L



118 6 Analyse nichtlinearer resistiver Netzwerke

Soll die Folge (x(*)),,>0 gegen z* konvergieren, so muf J(x) nicht singulir (det J(z) #
0) und Lipschitzstetig (J(x) ist stetig und 0J (x)/0x beschrénkt) sein und der Anfangs-

wert (®) nahe genug bei x* gewihlt werden.

6.2 Das linearisierte Knoten-Spannungs-System

Ein nichtlineares Netzwerk besitzt Standardkanten mit nichtlinearen Elementen

Je = g(vn)~

Fafit man alle ,, Y“-Kanten zusammen, so gilt

j=g(). (6.14)
Fiir (5.4) folgt dann
a:A-i=0,
b:  t=j7+1Iy=g(v)+ Io, (6.15)
c: v =u—-Uy=AT - u, —U,.

Durch das Einsetzen von c—b—a erhilt man die nichtlineare Funktion

flun) = A-g(A" -u, —Ug) + A - I, (6.16)
v

deren Nullstelle gesucht wird.

Zur Aufstellung der Iterationsvorschrift (6.13) wird (6.16) in ult linearisiert,

(1)
Flun) = ) + LD o, — )

und die Nullstellen der Tangenten berechnet:

(w)
Flugrt) = plu) + B e ) — o (6.17)

Die Ableitung von (6.16) an der Stelle u st

of(ud’)  0f(g®) dg(vW) dv(uf”)

ou, g ov ou,

(1)

ov

dg1 (v N dg1 (v
81}1 81)k

= A- : : AT

3%(@(#)) 3%(@(#))

81}1 81)k
Yy ®)
P~ \'LL Dr. Leibner
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6.2 Das linearisierte Knoten-Spannungs-System 119

M — A. Y. AT
ou,,

Fiir die differentielle Knotenadmittanzmatrix folgt damit
YW =A.yw. AT, (6.18)
Mit

j(u) — g(v(“)),
AT 4 = W LUy,

(6.16) und (6.18) ergibt sich fiir (6.17)

A-jW 4 ATy + Yglu) (uS{‘“) _ ug{‘)) = 0,
A-jW 4 A To+ Yglu) .u7(1u+1) A YW . 4T, uglu) = 0,
A-jW 4 AT+ Yglu) : uglw-l) —A-YWW 41U, = 0, bzw,

y () .ugl;wrl) = AlYW .U, - Ty+3" -y ®W . oW und

I(()M)

YW ut) = Ay W .U, — I(()“)].

Y ) L ) — ) (6.19)

Bei der eben beschriebenen Vorgehensweise wird fiir die nichtlineare Schaltung zuerst
das Gesamtsystem (6.16) aufgestellt und anschlieBend linearisiert. Dies ist sehr aufwen-
dig und wie bereits im Beispiel 6.1 gezeigt, nicht notwendig.

Einfacher ist es, zuerst fiir die nichtlinearen Elemente kantenweise die linearen Ersatz-
schaltbilder zu bestimmen und in das Netzwerk einzusetzen. Fiir das so linearisierte
Netzwerk kann dann mit den Bildungsgesetzen von Seite 95 das Knoten-Spannungs-
System wieder direkt aufgestellt werden.

Die Linearisierung der Kantenelemente ergibt

_ da (v
GO W) 4 %)(vmm ),
;D) 3(u+1) 11, = j(u) + Y(H)(v(ﬂ+1) _ v(u)) + I,

- YW ) 4o 4 50—y ()L gy

/

~~

I(()P«)
_ Y® ) 10 =y ) () — ) 4 1.
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120 6 Analyse nichtlinearer resistiver Netzwerke

Fiir (6.15) folgt dann

a A-g D = 0,

b i — y W () — ) + 19, (6.20)
c: utl) = AT. u%’”l).

Durch das Einsetzen von c—b—a und (6.18) erhilt man wieder das Knoten-Spannungs-
System im (g + 1)-ten Iterationsschritt:

Yglu) .uglu-kl) = I

Die Linearisierung der Kantenelemente (j, = gx(vx)) erfolgt wie im Beispiel 6.1:

. dg(vt) Bg(vi)

(nt1)  — (w)y 4 IR ) ([ (u+1) () 9\ ) Aw)
I 9(vd") + Ov, <U“ Ur )’ v, &
(nt+1) _ g . ()

K K

= W4 g .y

Der linearisierte Kantenstrom ist allgemein

GHFD = W) (D) ) qe) L)) (6.21)

K K

In Abb.6.9 ist die Modifikation der Standardkante durch die Linearisierung dargestellt.

T 1
Tl )E

IOK‘
L U
\ linearisieren UN
. P )
Uy /
(1)
v J
T (utl) ©
i
MWW W
Lpe +j -Govy
Quelle
aktualisieren Ug / \
—_— (u+1)

u, /
(k1) W
Ve Gh
Abb. 6.9

)
Ly .
P\/©\\L © Dr. Leibner



6.2 Das linearisierte Knoten-Spannungs-System 121

Beispiel 6.2 Fiir den gegebenen (— Abb.6.10) Transistorverstirker ist das linearisierte
Knoten-Spannungs-System aufzustellen.

Der Transistor arbeitet im aktiven Bereich (Basis-Emitter-Diode in Fluf$richtung, Basis-
-Kollektor-Diode in Sperrichtung). FEine gute Anniherung an das Verhalten des Tran-
sistors in diesem Bereich wird mit dem vereinfachten Grofisignalersatzschaltbild (—
Abb.6.11) nach Ebers und Moll erzielt.

Abb. 6.10: Transistorverstarker

C C

O /T\
Ebers-Moll oip

ers-ivVoll-
po | mmma, g

Ersatzschaltbild

. u

IE BE

g
o
E E

Abb. 6.11: Grofisignalersatzschaltbild des Bipolartransistors

Der Emitterstrom ist ip = Ig(exp (u[]]’;TE) — 1), « ist ein Verstirkungsfaktor.
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122 6 Analyse nichtlinearer resistiver Netzwerke

o i Y3-Uo

@‘ W W W D Y,

1g “U - upy

N
/

(ut1)  (u+1)
UBE= Un1

Abb. 6.12: Linearisierte Schaltung aus Abb.6.10

Setzt man fiir die Diode das linearisierte Ersatzschaltbild aus Abb.6.7 in die Schaltung
ein, so erhdlt man die lineare Schaltung (— Abb.6.12) fir das Netzwerk im (p + 1)-
ten Iterationsschritt. Fir das Knoten-Spannungs-System folgt unter Verwendung der
Bildungsgesetze von Seite 95

e v Wl ) 7 v
Im Knotenquellenstromuvektor steht noch E%HFU,
E%L—i—l) — G . USS—H) + i%) —aW . ufﬁ) (6.23)

Setzt man (6.23) in (6.22) ein,

<Y1+Y2+G<~> ~Ys ><ufﬁ“’>:< aGWu +(a—1)(if) - Gul) )

—Y Yo+Y3 u%ﬂ) Y;gUo—aG(“)u,(ﬁJrl) —a(i%‘) —G(“)uiﬁ))

und bringt die Unbekannte uiﬁﬂ) auf die linke Seite, so folgt

~YataGW VotV J\ WY )T\ vty —a (il — gy )
Dabei sind

Wie bereits erwihnt, konvergiert das Newton-Verfahren nicht in jedem Fall. Existieren
mehrere Lisungen, so kann oft nicht vorausgesagt werden, gegen welche das Verfahren
konvergieren wird.
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6.2 Das linearisierte Knoten-Spannungs-System 123

Speziell bei Nichtlinearititen mit exponentiellem Verlauf kann man das Konvergenzver-
halten wesentlich verbessern, indem man die spezielle Form der Kennlinien ausnutzt.

Im Falle von

(n+1)
nl

U <0

wird der normale Verlauf und fir

ugfrl) >0

ein modifizierter Verlauf zur Berechnung des Ausgangswertes fiir den ndchsten Iterati-
onsschritt gewdhlt.

(n+1)

n1 zur Aktualisie-

Beim normalen Verlauf wird der mit (6.24) berechnete Wert fiir u
rung des Emitterstroms verwendet:

(p+1)
i) = Iglexp (“L)—u,

(u+1)

I U

G(/‘+1) — _S - ex nl
Ur P\ Tup

In Abb.6.13a ist der normale Verlauf skizziert:

(p+1) (p+1)

() (w) (p+1) =(p+1)
(Uptsig ) = (uyy yig ) = (up i )
iE T
— A 1E
i E _(u+1) — (normal)
e >
LW
i
E L)
' , Uni
u ‘ v (ut1) u
nl U—Elul) Upi nl
(modifiziert) « - - f-----}- (a) (b)

Abb. 6.13: (a) Normaler Verlauf, (b) modifizierter Verlauf des Newton-Verfahrens

Beim modifizierten Verlauf wird der linearisierte Emitterstrom zur Berechnung einer
- (p+1)

giinstigeren Knotenspannung ., verwendet:
. Z(pt1)
“%Jr ) = Up-ln|1+ EI ;
S
. IS - (p+1) 1 _ 1
G(MJrl) _ e nl _ = (I (p+ ))
T Oy U5 06
}
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124 6 Analyse nichtlinearer resistiver Netzwerke

Abb.6.13b zeigt die modifizierte Vorgehensweise:

(@) iy = @D Dy (gl G

Die Stabilitiat des Verfahrens wird durch die entsprechende Wahl des mormalen oder
modifizierten Verfahrens wesentlich verbessert.

Beispiel 6.3 Fir einen Schmitt-Trigger (— Abb.6.17) soll der Arbeitspunkt der bei-
den Transistoren berechnet werden. Die Schaltung wird mit zwei Sperrschicht-n-Kanal-
Feldeffektransistoren des Typs 2N4222 realisiert (— Abbn.6.14 und 6.15).

Drain (D)

Gate (G) ups

ugGs

Source (S)
Abb. 6.14: Symbol des n-Kanal-Sperrschicht-FET's

Die Schaltung soll im aktiven Bereich betrieben werden. Fiir den Drainstrom im aktiven
Bereich gilt:

I
LS(UGS — Up)2 firugs > Up und

, (Up)?
D= lups| > |ugs — Up| (aktiver Bereich) (6.25)

0 fiirugs < Up

Dabei sind Up = —6 V' die konstante Schwellenspannung (pinch-off-voltage) und

Ips =9 mA der Sittigungsstrom.

ip[mA] * aktiver Bereich

9 /’ :

g

71

61

51

4l

3t I

2 [”“7 -3V

6 5 —ugsVl o 5: 10 15 20 25 30 ups[V]
ups =-Up

Abb. 6.15: Kennlinien des n-Kanal-Sperrschicht-FET's

Fiir den Drainstrom gilt im (pu + 1)-ten Iterationsschritt:

- 01 (u(”)) di (u(“))
~(u+1 ) D +1 D
Z(H ) _ Z(H) ” ZT'S (u(ﬂs ) ugf;) , S(#) e UGES
P~ @\DLL © Dr. Leibner



6.2 Das linearisierte Knoten-Spannungs-System 125

g%“rl) _ [ '“(c/:?l) —H’%) _ g U(GMS)I
gesteuerte Quelle Urquelle

Die Urquelle bewirkt die Modifikation des Knotenquellenvektors (— Abb.6.16), S st
die ,Steilheit* des Transistors.

T(u+l)
iy D
L 2 O
S

W (utl) i(u) W W

S+ ugg D *® * Ugg
(u+1) (u+1)
T 7

gestguerte Urq'uelle
Quelle

oQ

n o
n o

Abb. 6.16: Linearisiertes Ersatzschaltbild des n-Kanal-Sperrschicht-FET's

Setzt man die Werte fiir den Sdttigungsstrom und die Schwellenspannung in (6.25) ein,
so erhdlt man:

A
in— 0.25 T‘rj,—Q (ugs[V] + 6 V)2 firugs > —6V, lupg| > |ugs + 6 V|
0 firugs < -6V

A
5§ 0575 (uaslV]+6 V) firugs > =6V, Jups| > lucs +6 V|
0 firugs < -6V

Ro R, = 1MQ
Rj !
@ TTQ Ry 6.8 kX (6.8)
Rs = 51kQ(51)

TL R CDJU‘” Ry = 82kQ(82)

Ry = 22kQ(2.2)

—=oO Un = 20V(20)
Ue |[R;| | Rs Uoz] ", Ups = 20V (20)
Up = —6V (—6)

IDS = 9mA (9)

Abb. 6.17: Schmitt-Trigger

Die Schaltung des Schmitt-Triggers (— Abb.6.17) wird nun linearisiert (— Abb.6.18).
Dazu werden statt der beiden Transistoren ihre FErsatzschaltbilder eingesetzt und der
Drainanschluf$ von T2 (dber die ideale Spannungsquelle Uyi ) an Masse (— Abb.6.9) ge-
legt. Ug1 und Ry liegen dann in Reihe und kénnen wie Ugy und Ry zu einer dquivalenten
Stromquelle umgeformt werden. Fir die Gate-Source-Spannungen gilt auflerdem uggy =
Ue — Up3 UN UGS2 = Up2 — Un3.
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6 Analyse

nichtlinearer resistiver Netzwerke

) Ad )
S(lu) (ue

[{ (w (W
u+ (u) S1u( Ue- uﬁ:s)

Up1 /Re

W () ()
®‘ Sg - (ups-un3)

\ ) (p) (W

L
() (]
[E D2~ Sg - (Upng-ups) Uoz/Rq
L

Abb. 6.18: Linearisiertes Schaltbild des Schmitt-Triggers

Vor dem ersten Iterationsschritt werden die Netzwerkgrifien auf die Bezugsgrofien
Up=1V wund Ig=1mA

(Rp=Up/Ip =1EkQ)
normiert. (Die dimensionslosen Werte stehen in Klammern hinter den physikalischen.)

Fiir das Knoten-Spannungs-System im (u + 1)-ten Interationsschritt und u. = 0 folgt
mat Hilfe der Bildungsgesetze von Seite 95

Yoty Y 5w uh ™
Yy Y34V 0 uBD | =
0 =S¥ varsasy) )\ e
Vil —if) =5l
—Y,Up2
i )+z(“)+S(“) (u) Sé“)(u%)—u%))
Setzt man die Werte fiir die konstanten Elemente ein, so folgt
0.1667  —0.01961 —gi gyt
~0.01961  0.03180 0 uBD | =
0 ~5y) 04545481 +50 ) \ D
2.941 i) — )., ()
0 2439
0 50 S0 08 o)
Die zu iterierenden Knotenpotentiale sind uns und t,s3 Dze Tteration soll beendet wer-
den, wenn
D 9 < 0.05; i =

2,3,
erfillt ist (50 mV Genauigkeit). Da nur une und u,s berechnet werden miissen, wird

zuerst durch einen Gauf-Eliminationsschritt das Untersystem (Y%l)I
0.1667

# ’Elli))(2) bestimmt:
—0.01961 —gm W0
0 0.02949 —0.1176- 5 D)
0 —Sém 0-4545+S§") +S§“) ughq)
L
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6.2 Das linearisierte Knoten-Spannungs-System 127

2.941—4%) — g1, ()
0.1021—0.1176 (i'4) 4% ., 04))
H) 1) 1 gy ) Sém(u?(g)_u%))

Das Untersystem ist:

<o.02949 ~0.1176- ") ><uf;;“)>_( 0.1021—0.1176 (i) + 5., (1)) )
—55 0.45454+ 5% 455 ) \ ot i) i) g (1) gl (g, (1) g (1)

Eine erste Iteration soll mit den Startwerten
u;%) =2 und uglo?)) =5.5
(u(GOk)g1 =-5.5>Up und uggQ = —-3.5>Up)
durchgefiihrt werden. Die Strome und Steigungen sind dann

0 = 02506 — u'%)? = 0.0625,

9 = 0.25[(6+ (1'% — u9)]? = 1.563,
SO = 0506 —u'Y) =0.25,

30 = 05[(6+ (uyy — )] = 1.25

und fir das Untersystem folgt
0.02049 —0.02940 [ u')\ [ —0.06695
—1.25  1.9545 ufj?} “\ 73716 )

Die Liosung des Gleichungssystems ist

uly \ _ (4120
e 6.409

und die Aktualisierung der Stréome und Steigungen ergibt

upky = —220>Up = zg); = 3.443; SSV = 1.856.

Mit diesen Werten ist das Gleichungssystem im 2-ten Iterationsschritt

0.02949 0 w2\ [0.1021

—1.856 2311 )\ ,® )7\ 7.691 )°

n3
<u§f§ > B (3.462)
5= .
u,(w) 6.108

Die Ergebnisse des ndchsten Iterationsschrittes,

w3\ (3462
(3) 6.123 )’
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128 6 Analyse nichtlinearer resistiver Netzwerke

erfillen dann das geforderte Abbruchkriterium.

Die Berechnung des Arbeitspunkts wird nun mit neuen Startwerten,

ugg) =—4 und uglo?)) =3,

wiederholt. Es ergeben sich dabei folgende Werte:

T R

W) = —2800 ; Wl = 3.454
u'?) —2.853 ; u? = 3.483
W) = —2853 o W) = 3483

Der Schmitt-Trigger hat folglich zwei stabile Zustdinde:
Lou®) = 3462 ; W) = 6123
(Transistor T1 sperrt)

2. u¥) = —2853 ; ¥ = 3483
(Transistor T2 sperrt)
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7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

Linearisierte Schaltungen, die zusétzlich speichernde Elemente (L’s, C’s) enthalten, wer-
den durch gewohnliche Differentialgleichungen (DGL) mit konstanten Koeffi-
zienten beschrieben (— Beispiel 5.6, Gl. 5.14). Thre Losung a8t sich sehr leicht mit
Hilfe der Laplace-Transformation bestimmen. Dies geschieht in der Regel von Hand
mit Hilfe von Tabellen oder durch Analogrechner. Die Laplace-Transformation eignet
sich daher nur fiir kleinere Schaltungen.

Nimmt die Komplexitidt der Schaltungen zu, so erfolgt ihre Berechnung auf Digital-
rechnern numerisch. Die dazu notwendige Diskretisierung macht aus dynamischen
Schaltungen rein resistive (siehe vorheriges Kapitel). Durch die Diskretisierung der Dif-
ferentialgleichungen erhélt man Differenzengleichungen, die mittels numerischer
Integrationsverfahren gelost werden kénnen. Der dabei gegeniiber der analytischen
Losung gemachte Fehler wird Diskretisierungsfehler e(vAt) genannt. Die Genauig-
keit der Losungen hingt von der gewéhlten Schrittweite At ab. Eine kleine Schrittweite
fithrt auf genauere Losungen, beansprucht aber mehr Rechenzeit. Es ist daher sinnvoll,
die Schrittweite den Stabilitdtsbedingungen des Integrationsverfahrens geméf vor jedem
Integrationsschritt anzupassen (Schrittweitenanpassung).

Da alle vorkommenden Differentialgleichungen die gleiche Form haben, wird zur Be-
rechnung des Diskretisierungsfehlers eine verallgemeinerte Testdifferentialgleichung
verwendet:

2(t) = poo - () (7.1)

Die analytische Losung von (7.1) erfolgt mittels Laplace-Transformation. Die analyti-
sche Losung der korrespondierenden Differenzengleichung,

T(VAL) = poo - ©(VAL), (7.2)

erhdlt man mit Hilfe der Z-Transformation. Zur Abschitzung des Diskretisierungs-
fehlers werden beide Losungen bendtigt.

Im folgenden werden daher zunéchst die wichtigsten Eigenschaften und Regeln der
Laplace- und Z-Transformation wiederholt.

Es wird dabei nur die Transformation in den Bildbereich behandelt. Die Riicktransfor-
mation erfolgt dann mit den dabei bestimmten Korrespondenzen auf die zuvor partial-
bruchzerlegten Bildfunktionen. Die fiir die allgemeine Riicktranformation erforderlichen
Regeln und Sétze der Funktionentheorie (Holomorphie, Residuensatz) werden dazu nicht
benétigt.
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130 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

7.1 Laplace-Transformation

Die ,,Laplace-Transformation* wurde 1887 von OLIVER HEAVISIDE vorgestellt. Er zeig-
te, daB die symbolische Berechnung nichtstationédrer Vorginge als Verallgemeinerung
der Wechselstromrechnung aufgefait werden kann. Die Grundidee seiner Methode be-
steht darin, den Differentialoperator % durch p zu ersetzen. Durch diese Substitution
wird die Differentiation zu einer algebraischen Operation. Fiir die zur Differentiati-
on ,inverse“ Operation, die Integration, wird der ,inverse* Operator 1/p gesetzt. Die
von HEAVISIDE vorgestellte Methode war mathematisch unbegriindet und fithrte mit-
unter zu falschen Resultaten. Von dem Historiker E.T. BELL wurde die Geschichte des
HEeAvisIDE-Kalkiils als eine ,,Symbolische Komddie in drei Akten* bezeichnet:

Erster Akt, ,,volliger Unsinn®, zweiter Akt, , trivial“, dritter Akt, ,,lange vor HEAVISIDE
bekannt“.

Das Problem der Mehrdeutigkeit der von HEAVISIDE eingefithrten Operatoren wurde
durch ein Integral, das PIERRE SIMON LAPLACE in seinem Buch iiber die Wahschein-
lichkeitsrechnung (1812) verwendete, gelost.

X(p) = L{z(t)} := /x(t)e_pt dt (7.3)
0

Eine Funktion z:[0,00) — R heifit Laplace-transformierbar, wenn das uneigentliche
Integral (7.3) fur

p=a+j2rf=a+jweC und o,weR,

konvergiert. In diesem Fall nennt man X (p) die Laplace-Transformierte von z(t).
Man schreibt hierfiir auch
z(t) oo X(p)

und nennt dies eine Laplace-Korrespondenz mit X (p) als Bildfunktion von z(t)
und z(t) als Urbildfunktion von X (p). Die Urbildfunktion erhélt man durch Riick-
transformation der Bildfunktion aus dem Bildbereich:

z(t) = £HX (p)}

Das Integral (7.3) konvergiert fiir stiickweise stetige Funktionen x(¢) mit hochstens ex-

ponentiellem Wachstum,
lz(t)] < M - €M Mk eR.

Fiir sie gilt

[e.9]

|/x(t)e—pt dt| < /|x(t)| le P dt < M-/e(k_o‘)t dt = —— (b=t — < 0
~—— k—a«
0 0 efozt 0

0 a—Fk

fiir @ > k. Die Funktionen ", cosh(t), e sind demnach Laplace-transformierbar, ¢!,
et’ dagegen nicht. Die Voraussetzungen fiir die Konvergenz sind jedoch nur hinrei-
chend, nicht notwendig. Es gibt durchaus L-transformierbare Funktionen, die nicht die
Voraussetzungen erfiillen.
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7.1 Laplace-Transformation 131

Beispiel 7.1 Fiir die Sprung-(Heaviside)-Funktion (— Abb.7.1),

x(t)
1
0; t<0
ORI t
0
Abb. 7.1: z(t) = o(t)
gilt:
oo
ePT—1 1
X(p) = /e_ptdt: lim —— =—  fir Re{p}=a>0
T—00 —p P
0
Die L-Korrespondenz ist somit
1
ot)olte —; t>0 (7.5)
p
Beispiel 7.2 Es ist die L-Transformierte von
tufl .
— Dul.
x(t) = (V_l)!e“, t>0,veN, p,eC
zu berechnen. Die Berechnung erfolgt durch partielle Integration von
1 o
=1, =)t gt
(v—1)! / ‘
0
Es gilt
oo
1
— v—1_ (pu—p)t
X(p) )!/t e dt B L
0 u U/
Die Integration von Iy ergibt
oo
I — [t@l) L o p)t} / N2 L it gy
Py — —p
0
0
fir Re{p,, — p} <0 bzw. a > oy,. Fin weiterer Integrationsschritt ergibt
o0
I, = v—-1 =2 (=)t gy — v—1 I,
pP=pPu) S T P — Dy
0 v
oo o0 1
I, = [t(v2) e(mp)t} — /(V —2)tv3 ePu—P)t gt
Pp—P 0 4 Pp—P
0
o
L, = /t” 3, (pu p)tdt
0
NG
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132 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

Nach v — 1 Integrationen folgt (t° = 1)

B S U [V RS A e P B
Xp) = (v—1)! (p—pu) ™t / i (p—pu)”

Die L-Korrespondenz ist damit

(t) tH Pl Ly 1 (7.6)
o(t) - e
(v —1)! (P —pu)”
Speziell fir v=1 gilt
1
o(t)-ePrioLle 7.7
(t) T (7.7)
Ist p, =0, so folgt fir (7.7) wieder (7.5).
Beispiel 7.3 Mit (7.7) folgt
eIwt 4 emiwt 1 1 1 P
t = — )—.L — frg
cos(wt) 2 2 [p—jw+p+jw} p? + w?
und _ ,
eIwt — gmIwt L1 1 1 w
sin(wt) = ——o-L-e — — — —| = .
(wt) 2j 2j [p—Jw p+JL«J p? 4 w?
Die L-Korrespondenzen sind demnach
p
t)- tyol-e —— 7.8
o(t) cos(w)o—opQ_i_w2 (7.8)
und
w
t) - sin(wt) oo —— 7.9
o(t) - sin(wt) N (7.9)

7.1.1 Die Dirac-Deltafunktion

In manchen Anwendungen hat man es mit inhomogenen linearen DGLn zu tun, in denen
von der nur kurzzeitig wirkenden Stoérfunktion z(t) (z.B. bei einem Hammerschlag oder
einem Stromstof}) nur der ,, Gesamtimpuls®

t1

/az(t) dt, t1 nahe bei to,

to
bekannt ist. Man spricht dann von einer Impulsfunktion (— Abb.7.2)

x(t)
1

€

0; —oco<t<O

o0
Se(t)={ €' 0<t<e mit [ d(t)dt =1 und € > 0.

0; e<t<oo 0 ¢

Abb. 7.2: Impulsfunktion
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7.1 Laplace-Transformation 133

Kommt es bei einer Impulsfunktion, die in einem Intervall (o, %o + €) wirkt, nur auf den
Gesamtimpuls Iy an, so ersetzt man sie durch Iyd(t — tp).

In der Praxis mochte man den Gesamtimpuls gern auf einen Zeitpunkt ¢ = ¢y konzen-
triert haben:

o 0, t#0
o(t) == lgr(l)ée(t) = { o =0 (7.10)
d(t) ist jedoch keine Funktion mehr, da oo kein Funktionswert und
/ o(t)dt (7.11)

im strengen Sinne nicht (Riemann-) integrierbar ist.

Zur Beschreibung eines derartigen stofiférmigen Impulses mit einer Zeitfunktion, verwen-
det man §(t) als verallgemeinerte Funktion und nennt sie nach dem englischen Phy-
siker PAUL DIRAC die Dirac-Deltafunktion. Man benétigt zur strengen Begriindung
von 0(t) die Theorie der Distributionen. Der praktische Umgang mit dem , Dirac* ist je-
doch immer unkritisch, wenn §(¢) als Faktor vor stetigen Funktionen unter bestimmten
Integralen auftritt. In der Gleichungskette

/ g8t —to)dt = / g() lim 5.(t — to) dt
e—
» = “ lim g(t)(se(t - tO) dt = g(tO) (712)
e—0

ist zwar die Grenzwertvertauschung nicht erlaubt, die Beziehung ist aber dennoch fiir
jede in to stetige Funktion g(¢) (— Abb.7.3) richtig.

1
c de(t-ty)
1 g(t)
| t
tO t0+ €

Abb. 7.3: [ g(t)d(t — to) dt

Aus (7.12) folgt die sogenannte Ausblendeigenschaft der Deltafunktion:

/ g(t)o(t —to) dt = g(tg), falls g stetig in ¢g (7.13)
—00
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Beispiel 7.4 Mit (7.13) folgt

e{o(t —to)} = [ e P5(t —tg) dt = e~ Pl

und firto =0

S{5(t)} = / Pt dt = 1.
0

Die L-Korrespondenzen sind

§(t —tg) oLe e PO (7.14)

und
i(t)ot-e 1 (7.15)

7.1.2 Partialbruchzerlegung

Zerlegt man eine rationale Funktion in Partialbriiche, so kann die korrespondierende
Zeitfunktion durch die Riicktransformation der einzelnen Terme mit Hilfe von Tabellen
(— Tab.7.1) bestimmt werden.

Hat die Funktion X (p) m-Pole, wobei der k-te Pol die Ordnung v hat, so folgt fiir ihre
Partialbruchzerlegung

Ay Ao “
X0 = G et et 2 G
p—ps)  (P—Px P = Pr)” Myﬂp pﬂ
Multipliziert man beide Seiten mit (p — py)”, so erhilt man

F(p) = (p=px)" X (p) = Ay+Ay 1 (p—pa)+- -+ A1 (p—px)” " +(p—px)” Y
Taylorpolynom

(p_pp) .

Das (v—1)-te Taylorpolynom T,_1(p, px) (nach B. TAYLOR) einer (v—1)-mal komplex
differenzierbaren Funktion f:I — C lautet fiir einen Entwicklungspunkt p, €

/ " (v—1)
Tmslppe) = foe) + L0 gy 4 L2 oy Loy
AV A,/, 1 Au72 Al

Dieses Polynom approximiert die Funktion f(p) in der Umgebung des Punktes pj.
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7.1 Laplace-Transformation 135

Aus dem Koeffizientenvergleich folgen die Berechnungsvorschriften fiir die Koeffizienten
der Partialbruchzerlegung:

A, = plgr;ln[(p—pm)”X(p)]
40
At = i |2 (- 00X ) -
' 1 ' du—l ,
M= i | (- ) X))

Entsprechend folgt fiir die Koeffizienten A, der restlichen y = v +1,...,m einfachen
Pole

Ay = lim [(p —pu) X (p)] (7.17)

P—Ppu

7.1.3 Rechenregeln

Der entscheidende Vorteil der L-Transformation liegt in einer Reihe von einfachen Re-
geln. Hat man eine Tabelle der wichtigsten L-Korrespondenzen (— Tab.7.1), so mu$ in
keinem der in der Praxis vorkommenden Fille (7.3) explizit berechnet werden.

a) Linearitéit

|ax(t) + by(t) oL aX (p) +bY (p) | (7.18)

b) Rechtsverschiebung

oo T [e. 9]

Sla(t—ty)} = / ST e dt = / 2(F)e P+ drs  w(r) = 0 fiir 7 < 0

—to
oo

= _pto/az Je PTdr
0

| —
X(p)

z(t —tg) oL-e e PO X(p) (7.19)

¢) Modulation

£{ePly(t)} = /epot YePtdt = | x(t)e” PPt dt = X (p — po)
0

ePlx(t) oLe X(p—po) (7.20)

Fiir die Dampfung (pp = —ap) gilt:

e 2 (t) oLe X(p+ ) (7.21)
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136
d) Differentiation
eli(t) = /@Qj dt = [uv]"? —/uv’dt: [(t)e ] - (—p)/a:() -t gy
0 v 0 0
= —2(40) +pX(p); mit zO(40) := z(+0)
e{it)y = [ #)e " dt = —i(+0)+p [ @(t)e " de
/ Ve

0
—&(4+0) 4 p[—z(+0) + pX (p)]

= p*X(p) — pxr(+0) — 2(+0); und zW(40) := &(40)

Damit ergibt sich folgende Rekursion:

dnx(t) L n = (v) n—v—1
ot "X (p) - ;)x (+0)p (7.22)
Fiir die Differentiation im Spektralbereich gilt
dn X [ dn r
(p) :/_( 7pt / ntn 6 —pt dt
dp™ dp™
0 0
ar X
( )oio (=1)"t"x(t) (7.23)
dp™
e) Integration
t oo t 00
,S{/ xz(r)dr} = / /x(T) dre " dt = [uw]° /vu dt
7=0 t=07=0 v 0
U

- oo 0 00
1
= z(t)dr | —— epoo—/--- +—/$t€ptdt
/ ") ( p } p "
L0 0 0
0
1
" (p)
t 1
=0 g
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7.1 Laplace-Transformation 137

f) Endwertsatz (Pole diirfen nur in der linken Halbebene und auf der imaginiren
Achse auftreten)

o0

Lim O/i(t)g_lﬁ’f dt| = x(400) — z(+0) = Lim [pX (p) —)x(+0)] = ;i_rg(l)pX(p) — z(+0)
d

z(+o0) = lim pX(p) (7.25)

g) Anfangswertsatz (z(t) darf in ¢ = 0 hochstens einen endlichen Sprung haben)

lim /x(t) e P dtl =0=lim [pX(p) — z(40)]
0

(Re?:}o—o»oo) 0 (Rep{:]»oioo) (‘i’)
z(40) = lim pX(p) (7.26)
p—00

Die Grenzwertséitze gelten nur unter der Bedingung, daf tatséchlich ein Grenzwert im
Zeitbereich existiert.

h) Faltung
(e} o oo o0 t
Xi1(p)Xa(p) = /wl(v)e_pvdv/ e PTdr= //:L‘l )z (7)e P ) dy dr
0 0 00
00 00 00 t
_ / / o1 (t—m)wa(F)e Pl dt | dr = / / 1 (t—)za(r) dr | e dt
=0 Lt=r t=0 Lr=0

¢
Fiir das Integral [ x1(t — 7)x2(7) dr wird symbolisch x1(t) * x2(t) geschrieben. Die

T7=0
L-Korrespondenz der Faltung ist damit:

|21(t) * 22(t) oL@ X1(p) Xa(p) | (7.27)

Die Integrationsreihenfolge kann (— Abb.7.4) vertauscht *t 1.
werden, da beide Variablen bei der Integration die glei-
che Flédche oberhalb der Winkelhalbierenden iiberstreichen.
Wird zuerst das Integral von ¢t = 7 bis unendlich ausge-

wertet, so erfolgt die Integration iiber den senkrechten Weg —I_';
und durch 7 = 0 bis unendlich iiber die gesamte Fliche ober-
halb der Winkelhalbierenden. Durch die Vertauschung der

Reihenfolge wird zuerst von 7 = 0 bis ¢ waagrecht und an- r;t
schliefend von ¢t = 0 bis unendlich iiber dieselbe Fliche wie
vorher integriert. Abb. 7.4: Faltung
" e
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138 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

Beispiel 7.5 Die Deltafunktion ist das Finselement der Faltung:

(1) % 5(t) oLe X(p) eLo x(t)

Beispiel 7.6 Fiir das gegebene Netzwerk (— Abb.7.5)

O, OO

Abb. 7.5: LTI-Schaltung

soll die Ausgangsspannung un3(t) als Antwort auf die Deltafunktion (Impulsantwort)
bestimmt werden. Die Quelle upz(t) sei eine spannungsgesteuerte Spannungsquelle:

ug2(t) = —v-up1(t); veER

Mit (7.22) und i(+0) = u(4+0) = 0 folgt

du(t di(t
i(t)=C Z(t ) oLeI(p)=pC-U(p) und u(t)= L%oio U(p) =pL-I(p).
Fiir das Knoten-Spannungs-System gilt dann:
1
E + pC 0 0
11 1 Uni(p) Uoi(p)/R
0 gty L Una(p) | = | Uo2(p)/R
0 1 Lo Uns(p) 0
pL pL p
Verwendet man die Abkiirzungen
R
T=RC und «a= T
so folgt fiir das Gleichungssystem
1+pr
7 0
p+a 1 Uni (p) Uoi (p)/R
0 oL Un2(p) | = | Uo2(p)/R
PR pL
. 1 14+p2LC | \Uns(p) 0
oL pL
Fiir Up1(p) ergibt sich unmittelbar
Uni(p)
Un = . 7.28
1(p) = 722 (7.28)
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Durch einen Gauf-Eliminationsschritt erhdlt man:

14 pr 0
R Upi ( Uoi(p)/R
nl p)
p+a _ L Un2(p) | = Uoa2(p)/ R
pR pL i a  Up(p)
0 0 L0 « Una(p) rta R
I P
pL pL(p + )

Die Riicksubstitution liefert mit (7.28) und der spannungsgesteuerten Spannungsquelle,

Uo2(p) = —v - Un1(p),

—v-a- U01(p)
(P?1 +pat +a)(pr+1)

Uns(p) =
Es sollv=+/2 und a =7 =1 gelten. Damit folgt fiir die Ausgangsspannung
—v/2 - Up1(p)

Un = 7.29
W= P e+ (729
Die Ubertragungsfunktion G(p) des Systems ist
Uns(p)
G(p) = .
(7) Uo1(p)
Aus (7.29) folgt
1 V2
G(p) = 1 1 1 1 1
P+1) [p—(—3+i3V3)] [p— (=5 —j3V3)]
A A A
= e pe=—5+j5V3
P+l P—pPw PP
Die Impulsantwort ist wegen (7.15)
Uns(p) = G(p) - Uni(p) = G(p)-
~——
1
Die Koeffizienten der Partialbruchzerlegung berechnen sich zu
. . —V2
Ar=lim [(p+1)G(p)] = lim oy —V2  und
-2
Ay = lim [(p—peo)G(p)] = lim .
it v [(p+1) [p = (=5 = 43v3)]
_ 2 Y
(-2 +73V3+1) [-3+i3V3+3+53V3]  (3+73V3)5V3
o
3V3 =33
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Fiir den komplexen Nenner folgt

R

1, 1 9 , V3 5T
5]\/5—53— Z+ ~exp[]arctan<—3>]—\/g-exp<jﬁ>.

Damit ergibt sich fiir As (—1 = exp(jm))

A__\/Qe 5 _\ﬁe 5w _ﬁe (452)
2 = 3Xp 36—3XPJ7T]6—3XP.76

A= i (- )60 = |2 -exp (~5F) = 45

Die gliedweise Riicktransformation der Partialbruchzerleqgung (7.30) liefert:

Uns(p) @20 up3(t) = —V2e7t + AgeP=t 4 Azep;’t

un3(t) = —v2e 7t 4+ \/g-exp <—%) [exp (j?t + %) + exp (—j?t + %)

Fiir konjugiert komplexe Polstellen gilt allgemein:

Ay A

- + - oL 0 o(t)-2|As|e®t cos(weot+arcA 7.30
P (ot i) = (om—jon) (t)-2]Az] (Woo 2) (7.30)
N——— N——

P p?;o

Die wichtigsten L-Korrespondenzen sind in der nachfolgenden Tabelle (— Tab.7.1) zu-
sammengefafit.
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Laplace-Transformation
z(t), z(t) =0firt <0 ‘ X(p)
o(t) 1
ot -
(t) p
vr—1
(t) - ¢ pot. 1
(v—1)! (p — po)¥
V= 1> 2> 3 bo € C
. wo
t) - t S
o(t) - sin(wot) Pt R
p
t) - t S
o(t) - cos(wot) R
A A*
o(t) - 2| Ale®=t cos(waot + arcA y + y
(1) 214 (oo ) p— (ao +jwes) P — (oo — jwoo)
" . Im{A}
arcA = arctan
Re{A}
Fiir die Impuls- bzw. Diracfunktion gilt [ d(¢)dt = 1,
—00
wobei §(t) = 0 fiir ¢ # 0 ist.
Tabelle 7.1: Zusammenfassung der L-Korrespondenzen
7.2 Z-Transformation
Die Z-Transformation ordnet einem im Abstand At abgetasteten Signal,
z(v) = z(vAt), v € Ny,
durch die Vorschrift
(@(v)),50 0Z0 X(2) =) a(v)z” (7.31)

v=0

eine Laurent-Reihe zu. Der Konvergenzradius R der Potenzreihe (7.31) wird durch
die Pole z (Singularitéten, Nullstellen des Nenners) von X (z) bestimmt. Die Reihe
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142 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

konvergiert fiir alle z mit

|z| > R > max(|zoo|) (— Abb.7.6)

X Polstelle

Abb. 7.6: Konvergenzgebiet der Z-Transformation

Aus den gleichen Griinden wie bei der Laplace-Transformation wird auch hier nur die
Transformation in den Bildbereich betrachtet. Die Riicktransformation erfolgt dann
wieder mit Hilfe von Tabellen (— Tab.7.2). Dabei ist zu beachten, dafl das Signal vor
der Abtastung bandbegrenzt und das Abtasttheorem eingehalten wird (beides wird
bei den nachfolgenden Betrachtungen vorausgesetzt).

Beispiel 7.7 Fiir einen Impuls in t = 0,

x(v)
1
0, v=1,2,...
o(v):= { 1 v=0 , (7.32) ,
0
Abb. 7.7: z(v) = 0(v)
gilt:
X(z)=) dw)z"=1
v=0
Die Z-Korrespondenz ist somit
§(v)oZel (7.33)
Beispiel 7.8 Fiir
av ; v>0
z(v) = { 0 . somst (7.34)
wird die Z-Transformierte
X(z) = Z a’z"" = Z(azfl)”
v=0 v=0
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berechnet. Fiir |az=t| < 1 bzw. |z| > |a| folgt mit Hilfe der geometrischen Reihe

1 z
X(2) = 1—az1

z—a

Die Z-Korrespondenz ist damit

o’ oZe — ;o v=0,1,2,..., |z| > |a (7.35)
z—a

Fir a =1 folgt die Z-Korrespondenz der diskreten Sprungfunktion:

U(V)oiozil; v=0,1,2,..., |z]>1 (7.36)
7.2.1 Rechenregeln
a) Linearitét
laz(v) + by(v) oZe aX(2) + bY (2)| (7.37)
b) Rechtsverschiebung
00 )\,, 00 00 A=-—1
z(v—k)oZe Zm (v—Fk)z" = Z x(N)z"FzA = z_k[z x(\)z "+ Z z(N\)z™?
v=0 A=—k A=0 A=—Fk
X(z) 0
Die zweite Summe wird zu Null, da z(A) = 0 fir A < 0 ist (Kausalitét).
x(v—k) ; v=kk+1,... sk
0 . sonst } oZe 2z "X(2) (7.38)
Beispiel 7.9 Fiir
() = (v — 1) = av b v=1,2,... (7.39)
ywy == 0 ; sonst '
folgt mit (7.34) (k=1 in (7.38)),
Y(2)=271 - X(2) =21 = 1
B z—a z-—a
Die Z-Korrespondenz fiir (7.39) ist somit
'l s ov=1,2,... 2 1
0 : sonst } z—a’ 121 > ol (7.40)
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c) Linksverschiebung

o0 )\,, o0

z(v+k)oZe Zm (v+k)z Z:U AT zk[ix()\)z_’\—z_:x()\)z_’\
A=0

v=0 A=k
—_—
X(2)

In der zweiten Summe werden diejenigen Terme wieder subtrahiert, die in der ersten

hinzugefiigt wurden.

1'(V+k) 3 V:0,1,... 7 k Lk k-1 . . .
0 . sonst }o—oz X(z)—2"x(0)—2"""z(1) zx(k—1)| (7.41)
Beispiel 7.10 Mit Hilfe der Linksverschiebung soll x(v) von
X(z) = — 1 1,2 (7.42)
z) = 5= . .
(Z _ a)s’ )= Y
bestimmt werden.
s=1: Es gilt
1 1 1 © a
X(z)=—- — =—-) b it b= —.
(2) z 1-0 z Z e z
—— k=0
geometr. Reihe
Der Vergleich mit (7.41) ergibt k =1, x(0) =0 und
Z NP
“a(k + 1)
Mit k+1=v bzw. k =v — 1 folgt fiir z(v),
z(v)=a""t, fir v=1,2,....
Das Ergebnis stimmt mit (7.40) dberein.
s =2: Es gilt wieder
1 1\ 1 (&)
. , _a
X<Z):?.<—1—b> =?-<Hzob> mit b—;.
Das Cauchy-Produkt der Reihen liefert:
A+b+2 4+ +--) - (A4+b+D2+b24--) =
1+b+b+b2+b b+ b°+ b+ b btb >+ b’ +
s 352 45
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Die Koeffizienten der durch die Multiplikation gebildeten Potenzreihe sind demnach (k+
1), k=0,1,.... Fin Vergleich mit (7.41) ergibt k = 2, x(0) = z(1) = 0 und
o0
22X (2) = Z (k+1)a"z7".
k=0
x(k+2)
Mit K+ 2 =v bzw. k =v —2 folgt fiir x(v),

z(v) = (v—1)a""2, fir v=2,3,....

s=3: Firs =3 ist (7.42)

3
1 1\ 1 (& a
X —_ — . _ = — . o = —.
(2) 23 <1 —b) 23 (I;)b ) b z

Die Koeffizienten des Cauchy-Produkts,

2)(k + 1
(14204302 +40% +---) - (L4+b+ 2405 +--), sind @i%?i)

Der Vergleich mit (7.41) ergibt k = 3, x(0) = 2(1) = x(2) = 0 und

PX(2) =) i+ 2+ 1) 2)2“ U gr

z(k + 3)

xk=0

Mit K+ 3 =v bzw. k =v — 3 folgt dann fiir z(v)

(-1 =2) .

z(v) = 5 . fir v=3,4,....
Die Koeffizienten der durch die Cauchy-Produkte gebildeten Reihen sind Binomialko-
effizienten: ( \( " )
v—1 v—1)(vr—-2)---(v—s+1
= A4
<8—1> (s—1)! (7.43)
Mit (7.43) wird die Z-Korrespondenz fir (7.42) durch
~1\ v—s . _ :
(’8’_1)a”5 i v=s,5+1,...; >0 p r 2] > |af (7.44)
0 ;. sonst (z —a)s’
bestimmd.
d) Modulation
> z
pov AL z —poAt\—v ~
e z(v)o-Z-e Zx(u)(ze ) X(Zo)
v=0 1
<0
\' e
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2y - x(v)oZe X(Zi), 2 = ePoAt (7.45)
0

e) Multiplikation mit spezieller Folge

d);'iz) = diz Zx(u)z_" = Z(—WU(V))Z_VZ_l
v=0 v=0
s dX(z)

(7.46)

Beispiel 7.11 FEs ist die Z-Korrespondenz fir x(v) = v mit Hilfe der bekannten Kor-
respondenz der Sprungfunktion (7.36) zu berechnen. Mit (7.46) folgt

g d [ —z\ z ,
(y):—u~(—1)o—oz-a<z_1>—(z_1)2, und damit
—o(v) (7.36)
(mgio@jnw v=01,2..., |2|>1 (7.47)

f) Endwertsatz

G~ DX = i (3207 3w
2X(z)
Mit ¢), 2X(z) — zz(0) &Zo0 z(v + 1), folgt
Zgrlrio[(z -1)X(2)] = zE{I—ll—O Vzox(l/ + 1)z7" + z2(0) — VZOJU(Z/)Z_”
= > e +1) —z@)] +(0)
v=0

x(00) = zEIII-}—O[ z—1)X(z)] (7.48)
g) Anfangswertsatz
. - I (1) z(2) B
lim () = Jim 32 0(0)27 = Jim |2(0) + 2+ S5 4| = (0
z(0) = li_)m X (z) (7.49)
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h) Faltung

Aus dem Koeffizientenvergleich folgt

z(v) = Zml()\)wg(u -\ = Zml(v — N)za(N).
A=0 A=0

()= w1 (Naa(v—XA) = z1(r—N)z2(\)oZ0 X1(2) Xa(2) = X (2) (7.50)
A=0 A=0

Z-Transformation
z(v), v>0 | X(2) Konvergenzbereich
d(v) 1 ganze Z-Ebene
z
>1
o) — |
a” - [z 1>]a|
z—a
v—1\ v—s _ .
(Sil)a ; v=s,8+1,...; >0 1
; [z [>|al
0 ; sonst (z—a)
z
1
) z sin(wpAt)
At >1
sin(wovAt) (22—22 cos(wpAt)+1) 2]
z(z—cos(wpAt))
At >1
cos(worAt) (22 -2z cos(wpAt)+1) =1

Tabelle 7.2: Zusammenfassung der Z-Korrespondenzen
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148 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

7.3 Einfache numerische Integrationsverfahren

Nachfolgend werden zwei bekannte numerische Integrationsmethoden, die explizite
Euler-Methode (Forward Euler) und die implizite Euler-Methode (Forward
Euler) zur Losung einer diskretisierten Differentialgleichung (Differenzengleichung) an-
gewendet. Es wird dabei der jeweilige Diskretisierungsfehler ¢(v) beziiglich der analyti-
schen Losung der Testdifferentialgleichung (7.1) ermittelt und das Stabilitétsverhalten
der Methoden untersucht.

Anschlielend wird kurz auf die Trapezregel und die Gear-Methoden eingegangen.
Auf eine genauere Untersuchung wird dabei verzichtet.

Beispiel 7.12 Fir die gegebene lineare Schaltung (— Abb.7.8) wird der analytische
Verlauf der Systemantwort y(t) auf einen Sprung am Eingang,

io(t) = Iy - o(t),

mit Hilfe der L-Transformation berechnet.

i,(t)
’ io(t)
I -
0 N IR e |y® =um®
_/
t

Abb. 7.8: LTI-Netzwerk

Aus dem Kirchhoffschen Stromgesetz (KI) ergibt sich fiir den Knoten 1 :

C it + 3 9(t) = iolt)
JO+ pe () = R iolt) (751)

Mit (7.22) und (7.4) folgt fir die L-Korrespondenz von (7.51) (der Kondensator sei zum
Zeitpunkt t = 0 ohne Ladung: y(+0) = 0) :

1 1 I
pY ()~ y(H0) + o V(D) = R i 2
T RC RC »p

—Poo ~Poo

Nach der Unbekannten Y (p) umgestellt erhdlt man
Y(p) = —Pocltly  Rlp Rl
P(p — Po) P P~ P
—— —

Partialbruchzerlegung

Die Riicktransformation der Partialbriiche mit Hilfe von Tabelle 7.1 ergibt
y(t) = RIy (1 —eP>="), t>0. (7.52)
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7.3 Einfache numerische Integrationsverfahren 149

Bei einer numerischen Integration wird die Losung y(¢) im interessierenden Zeitintervall
nur zu diskreten Zeitpunkten v-At, v € Ny betrachtet. Jeder numerische Integrationsal-
gorithmus liefert anstelle der exakten Losung y(v) := y(vAt) nur eine Ndherungslésung

J(v) = g(vAt).
Wurde schon eine Reihe von Losungspunkten ¢(1),...,4(v) ermittelt, so kann diese

Information zusammen mit den Ableitungen in diesen Punkten zur Berechnung einer
neuen Losung g(v + 1) verwendet werden:

G+1)=> aijv—i)+At- > by —i) (7.53)
=0

i=—1

Weil bei der Berechnung des neuen Wertes (v + 1) Losungen aus vorhergehenden Zeit-
punkten verwendet werden, wird das Verfahren (7.53) Mehrschrittverfahren genannt.

Je nach Wahl der Koeflizienten a;, b; und der Summationsgrenze p erhilt man verschie-
dene Algorithmen. Fiir den Sonderfall p = 0 wird aus dem Mehrschrittverfahren ein
Einschritt-Verfahren, da nur die Information iiber die Losung §(v) zum aktuellen
Zeitpunkt verwendet wird. Weiter unterscheidet man explizite Verfahren, die durch
b_1 = 0 gekennzeichnet sind und implizite Verfahren mit b_; # 0.

7.3.1 Die explizite Euler-Methode

Das einfachste explizite Einschritt-Verfahren (p = 0) ist die explizite Euler-Integration
mit ag = 1, b_; = 0 und by = 1. Setzt man diese Werte in (7.53) ein, so erhilt man

G(v+1) =4(v) + At - y(v) (7.54)

Die geometrische Interpretation eines Integrationsschrittes ist in Abb.7.9 gegeben.

§(v+1)'

y(v+1)

y(v)1

t,v
v+1

v
e AL
Abb. 7.9: Geometrische Interpretation der expliziten Euler-Methode

Wie aus Abb.7.9 zu ersehen ist, kann bei einem Integrationsschritt unter Umsténden
ein betrachtlicher Fehler entstehen. Diesen bei einem Schritt verursachten Fehler nennt
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150 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

man den lokalen Diskretisierungsfehler ¢(v + 1) (local truncation error LTE).

cw+1) =g +1) -y +1)] (7.55)

Wie in Abb.7.9 wird davon ausgegangen, dafl zu Beginn des Integrationsschritts kein
Fehler vorhanden ist:

y(w) =4(v)
Da normalerweise viele Schritte gemacht werden, findet eine Fehlerakkumulation statt.
Sie wird durch den globalen Diskretisierungsfehler (global truncation error GTE),

egv+1)=g(v+1)—ylw+1), fir y(0)=7y(0), (7.56)

beschrieben. Die Fehler kénnen durch eine Verkleinerung der Schrittweite reduziert wer-
den (— Abb.7.10). Durch die Verkleinerung von At nimmt jedoch wegen der zusétz-
lich erforderlichen Schritte der Rundungsfehler stark zu. Es gibt deshalb eine optima-
le Schrittweite, bei welcher der Gesamtfehler ein Minimum wird. Diese Schrittweite
kann jedoch in der Praxis kaum gewihlt werden, wenn sie sich iiberhaupt bestimmen
148t. Es wird vielmehr versucht, die Rechenzeit moéglichst klein zu halten. Dazu wird
die Schrittweite geméf eines vorgegebenen maximalen Diskretisierungsfehlers moglichst
grof} gewahlt.

Beispiel 7.13 Fiir die in Abb.7.8 gegebene Schaltung wird die numerische Lisung der
Differentialgleichung (7.51) mit dem expliziten Euler-Verfahren bestimmt. Die Diskre-
tisierung von (7.51) ergibt die Differenzengleichung

1

Y(V) = Poo Y(V) = =R poo - i0(V), Poo = el (7.57)

Setzt man (7.57) in (7.54) ein, so folgt fir die Niherungslésung

Z)(V"i_ 1) = @(V) + At [pooﬁ(y) — R poo - Z.O(V) ]
——
I() . O’(I/)
= (14 pcAt) - §(v) — pocAtRIy -0 (v)
const.

Fiir lineare Schaltungen erhdlt man lineare Differenzengleichungen. Diese kénnen mit
Hilfe der Z-Transformation geschlossen geldst werden.

Mit (7.41) und (7.36) sowie der Annahme, daff der Kondensator zum Zeitpunkt t = 0
keine Ladung enthdlt, folgt

2Y(2) — 29(0) = (14 pocAt) - Y (2) — poc AtRI ( : ) ,  bzw.
~~ z—1
0

Y( ) = (—poo RALI) - = _ 2RIy zRI
DT (A 4peA) (2—1) 2-1 z—(1+poAt)

Partialbruchzerleqgung

Aus der Partialbruchzerleqgung kann mit Hilfe von Tabelle 7.2 die diskrete Losung be-
stimmt werden:
g(v) =1 — (1 +pcAt)’| Ry, v=0,1,2,... (7.58)
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Beispiel 7.14 Die Lisungen (7.58) und (7.52) aus den Beispielen 7.12 und 7.13 sind
nachfolgend fiir

IhR=1 und pe =—1 skizziert.

In den Bildern ist die exakte Losung y(t) durch die durchgezogene, die Niherungslosung
§(v) durch die unterbrochene Linie dargestellt.

1 LSO —
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4f
0.2 0.2/
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Abb. 7.10: Asympt. stabil: At =0.1 Abb. 7.11: Asympt. stabil: At = 0.5
2
1.2 i 5
R Y NP s S 1.5 ‘," “l‘ ‘," ‘\\ ’,'A'\\ A
0.8 O O N A N AN
0.6 Ui 7 v 7 V7 %
0.2/ 0.5} i i v
i 2 3 4 5 '
2.5 5 7.51012.51517.5
Abb. 7.12: Asympt. stabil: At =1.3 Abb. 7.13: Asympt. stabil: At=1.9
2 H A A H A ;
3 A
1.5 A [
2 ,,' ‘\‘ !
1 1 I," “\‘
0.3 5T W10 § 15 20
A SR SR -1 y
5 10 15 20

Abb. 7.14: Verfahren schwingt: At =2.0  Abb. 7.15: Instabiles Verhalten: At = 2.1

Aus den Bildern kann man entnehmen, daff fiir die gegebenen Werte mit At = 2.0
die Stabilitdtsgrenze erreicht wird. Fir Werte At > 2.0 divergiert das Verfahren. Man
sieht auferdem, daf fir kleine Schrittweiten die Niherung besser mit der exakten Lisung

ibereinstimmdt.
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152 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

7.3.1.1 Genauigkeit des Verfahrens

Um eine sinnvolle Losung einer Differentialgleichung zu erhalten, muf} ein eventuell schon
vorhandener lokaler Diskretisierungsfehler in den nachfolgenden Integrationsschritten
abnehmen, das Verfahren also stabil sein. Diese Stabilitétseigenschaft des Losungsal-
gorithmus ist nicht mit der Stabilitdt der Schaltung zu verwechseln, welche durch die
Differentialgleichung bestimmt wird.

Zur Berechnung des globalen Diskretisierungsfehlers wird die Testdifferentialgleichung
Z(t) = poo - () (7.59)
mit dem Eigenwert (Pol der Ubertragungsfunktion — (7.60))
Poo = Qoo + JWoo
verwendet. Mit (7.22) folgt fiir die L-Transformierte der Testdifferentialgleichung
p-X(p) —2(0) = peo - X(p) bzw.
z(0)

B P — Do ’
Die Riicktransformation (— Tab.7.1) ergibt fiir die ezakte Losung der Differentialglei-

X(p)

mit  2(0) = z(+0). (7.60)

chung

z(t) = 2(0) - eP>? (7.61)

Mit der diskretisierten Gleichung (7.59),
(V) = poo - (), (7.62)
eingesetzt in (7.54), folgt
(v +1) = (V) + pocAt - (V) = (1 + pocAt) - Z(v). (7.63)
Die Berechnung der Néherungslésung & (v) erfolgt mit Hilfe der Z-Transformation.
Es gilt

2X(2) — z-2(0) = (14 pooAt) - X(2) bzw.

(7.41)
ooy z - x(0)
AR .Yy
und damit (— Tab.7.2)
#(v) = 2(0) (1 + pocAt)’, v=0,1,2,...] (7.64)

Zur Berechnung des globalen Diskretisierungsfehlers wird z(0) = 1 angenommen. Der
globale Fehler (7.56) ist

€g(V)=(1+pocAt)” — epOZ”)At = PV At { [e_p‘x’At(l—l—pooAt)]y—l} . (7.65)
i (v) z(v
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Ersetzt man in (7.65) e P=2! durch die Potenzreihe der e-Funktion,
1
e P — 1 JUSYANS §(pooAt)2 o (7.66)
so folgt
Poo VAL 1 2 g
€g(v)=eP= (1 — poc At + §(pooAt) F)(14+poAt)| —15.

Durch das Ausmultiplizieren der beiden Klammerausdriicke,

Sl — )1

o VA
€g(v) =€’ ! (1_2 <
0

und Vernachlissigung von Gliedern hoherer Ordnung (wenn |poAt| < 1 vorausgesetzt
wird, gehen sie mit zunehmendem Exponenten gegen Null), erhélt man néherungsweise

v

o AL)?
Eg(y) ~ epooVAt 1 _ % _1 — epooVAtKl _ a)y _ 1]
~—
a
Mit der binomischen Formel fiir (1 —a)",
1—ay =3 (V) iat = 1—pas L veN (7.67)
- par\ - 2! - 0 '

~0, firakK1

OOA 2 ooA 2
eg(y) ~ PooV At (1 — . u _ 1) — PooVAL <—1/- (p t) ) .

folgt

2 2

Der globale Diskretisierungsfehler des expliziten Euler-Verfahrens ist damit

vAt
p2

eg(VAL) = —(At) - —~

CePeVAt L fiir |pa At < 1. (7.68)

Der Fehler in (7.68) héngt folglich linear von der gewéhlten Schrittweite At ab.

7.3.1.2 Stabilitat des Verfahrens

Die Stabilitéit eines Systems wird fiir beliebige Anfangswerte der Systemvariablen,
21(0),22(0),... < oo, bzw. |[|z(0)|] < oo

und einer Eingangserregung
Uo(t) =0

bestimmt (||z(0)|| = v/21(0)2 + 22(0)2 + - - - ist die Euklidsche Norm).

Das System kann drei unterschiedliche Verhaltensweisen aufzeigen:
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154 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

a) Instabilitét,
b) asymptotische Stabilitit und
c) einfache Stabilitét.
Das System ist instabil, wenn
lim ||z(t)|| — oo
t—o0
geht. Dies ist bei einem elektrischen Netzwerk ohne Eingangserregung nicht moglich
(Perpetuum Mobile!).

Das System ist asymptotisch stabil, wenn

lim [[2(t)]] = 0

t—o00

ist. Dies ist das zu erwartende Verhalten. Im folgenden wird daher die Losung der
numerischen Integrationsverfahren auf asymptotische Stabilitdt hin untersucht. Asym-
ptotische Stabilitit liegt vor, wenn alle Realteile der m Pole (mehrfache und einfache)
einer Ubertragungsfunktion G(p) (— Seite 139) kleiner Null sind:

Re{poo,} <0, p=1,....m

Einfache Stabilitét liegt vor, wenn
I

gilt. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn

Re{peo,.} <0 ,  fiir einen mehrfachen Pol (— (7.6)) und
Re{poc, } <0 , fiir einen einfachen Pol (— (7.7))
ist (— Seite 134).

Das explizite Euler-Verfahren ist asymptotisch stabil, wenn (7.64) fiir v — oo Null ist:

lim (1 4 pocAt)” =0

v—00

Dazu mufl
|1+ pocAt| < 1
—_———

|2o0]
sein (— Abb.7.16a).
j
-1 1
I @ (b) J
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Abb. 7.16: (b): Stabilitdtsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens
Fiir einen reellen negativen Eigenwert,
Poo = —|Posl;
ist dies wegen

1 —|pc|At >0 = 1—|pe|At < 1 und

1= [p]AE <0 = —(1—|pu]At) < 1 (7.69)
fiir
2
0<At< ol (7.70)

erfiillt. Die Schrittweite At wird folglich durch den gréfiten Eigenwert des Systems
bestimmt.

Das Stabilitétsgebiet fiir komplexe Eigenwerte (— Abb.7.16b) erhélt man durch kon-
forme Abbildung,

Poo Al = 250 — 1,
des markierten Gebiets aus Abb.7.16a.
Mit (7.63) gilt auBlerdem:

lim z(r+1)~ Altim PooAt - T(v) — 00 = Instabilitét (7.71)
—00

At—00

Beispiel 7.15 Fiir die Werte aus dem Beipiel 7.14 folgt mit (7.70)

0<At<2 (Abbn.7.10-7.13).

Der Vorteil des expliziten Euler-Verfahrens ist seine Einfachheit. Leider hat der Algo-
rithmus so schlechte Stabilititseigenschaften (— (7.70)), dafl er in der Praxis hoéchstens
mit impliziten Verfahren gemischt eingesetzt werden kann.

7.3.2 Die implizite Euler-Methode

Ein einfaches implizites Einschritt-Verfahren (p = 0) ist die implizite Euler-Integration.
Setzt man in (7.53) ag = 1, b_1 = 1 und by = 0, so erhilt man

Gv+1) =4(v) + At-g(v+1). (7.72)

Eine geometrische Interpretation eines Integrationsschrittes ist in Abb.7.17 gegeben.
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y(v+1)
§(v+1)'

y()

v—i—l

v
h— At —

Abb. 7.17: Geometrische Interpretation der impliziten Euler-Methode

Die implizite Euler-Methode ist zusammen mit der Trapez-Regel (Trapezoidal Al-
gorithm) (ag =1, b1 = 1/2 und by = 1/2),

v+ 1) =§(v) + % i+ D) +50)] (7.73)

die bei der Netzwerkanalyse am héufigsten eingesetzte numerische Integrationsmethode,
da sie gute Stabilitétseigenschaften aufweist.

Bei den impliziten Verfahren kommen unbekannte Groflen auch auf der rechten Seite
vor. Ihre Losung erfolgt daher iterativ, z.B. mit dem Newton-Verfahren. Um schnel-
le Konvergenz zu erreichen, wird ein Anfangswert fiir die Newton-Iteration mit Hilfe
eines expliziten Verfahrens berechnet und dieser dann iterativ verbessert. Diese Vorge-
hensweise wird Prediktor-Korrektor-Verfahren genannt. Dabei ist hdufig nur eine
Korrektor-Iteration notwendig.

Beispiel 7.16 Fiir die in Abb.7.8 gegebene Schaltung wird die numerische Ldsung der
Differentialgleichung (7.51) mit dem impliziten Euler-Verfahren berechnet. Setzt man
(7.57) in (7.72) ein, so folgt fiir die Niherungslisung

g +1) = Jw)+ At [poc - G(v+1) —pos - R-Io-o(v+1)]
g(v) . PooAl - R - Iy ]
1 — pooAt 1 — poc At

o(v+1).

Diese Gleichung kann wieder mit Hilfe der Z-Transformation geschlossen geldst werden.

Mit (7.41) und (7.36) sowie der Annahme, daff der Kondensator zum Zeitpunkt t = 0
keine Ladung enthdlt, folgt

- . Y (2) DocAt - R - I z
Y(z) — 0) = — s —z-0(0)], bzw.
V() = 29(0) = T — B s o)), e
0 1
~ pOOAtRIO z 1 . 1
Y(z) = — . . = .74
(2) 1—ps At z—1 z—a mit - a 1 — poc At (7.74)
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Zur Riicktransformation muf8 (7.74) in Partialbruchform vorliegen. Fir die Koeffizien-
ten der Partialbruchzerlegung,

folgt mit (7.17)

z—1 Poo At
z 1
2 =21 [z - a] Poo At
Damit ist (7.74)
o Poc AtRI 1 1 1 1
Viz) = — : : 1—— . .
(2) 1 — poc At | Pt z—a + PocAt ) z—1

Die Riicktransformation mit Hilfe von Tabelle 7.2 ergibt

i PsAtRI | 1 1\ 1 1
- _ . . 1—— ) .1

y(w) 1=pocAt | DAt \ 1—pocAt + Doo AL ’

N - 1 v v—1 _

J(v) = [RIO (1—pooAt> RIy-1 ] , v=12 ..., (7.75)

bzw.

j(v) = Rl |1 ! ! =1,2 (7.76)
y(v) = Rlip 1= poiii , v=12 ... .

Beispiel 7.17 In den nachfolgenden Bildern sind die Signalverliufe der analytischen
Lésung (7.52) und der Niherungslosung (7.76) fir RIy = 1, poo = —1 und unterschied-
liche Schrittweiten At skizziert.

: T
o' 0.8
» 0.6
0 0.4
0.2 2
1 2 3 4 5 ) , 3 4 5
Abb. 7.18: Asympt. stabil: At =0.1 Abb. 7.19: Asympt. stabil: At =0.5
" e
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L —
y
0.8f T 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2/
i 2 3 4 5 '
2.5 5 7.51012.51517.5
Abb. 7.20: Asympt. stabil: At =1.3 Abb. 7.21: Asympt. stabil: At =1.9
17— 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4/ 0.4i|f
0.2f)f 0.2ff
5 10 15 20 5 10 15 20
Abb. 7.22: Asympt. stabil: At =2.0 Abb. 7.23: Asympt. stabil: At =2.1

Das Verfahren ist fiir alle gewdhlten Schrittweiten asymptotisch stabil. Fir kleine At
wird wieder die beste Ubereinstimmung der Ndherungslosung mit dem exakten Verlauf
erzielt.

7.3.2.1 Genauigkeit des Verfahrens

Setz man (7.62) in die Differenzengleichung (7.72) ein, so folgt

T(v+1) = (V) +pAt-z(v+1), bzw.
X 1 .
T(v+1) = Tl z(v). (7.77)

Die Z-Transformierte von (7.77) ist mit (7.41)

A 1 A

Die Riicktransformation von (0)
A zZ-T
X(z) = T
z 1—poc At
ergibt unter Verwendung von Tabelle 7.2
i) =2(0) - (— ) v—0.1.2 (7.78)
T(v)==x T poii) r=0,1,2,... .
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7.3 Einfache numerische Integrationsverfahren 159

Mit z(0) = 1 und (7.66) folgt fiir den globalen Fehler (7.56),

€)= (1= poclt) ™Y — rerAl vt { [efpooﬁf(1—poom)*l}”—1}
Z(v) z(v)
= PVt { [(1 — Do AL + %(pooAt)Q T ) (1- pooAt)_l} g 1} .

Mit der geometrischen Reihe,

o0

1 k
—_ = g (PooAL)",  fir |pecAt] <1
1 — poc At —
und der binomischen Formel
" (v v(iv—1)
(1‘1‘@)”:;_0(k)akzl—l—u-cH—TaQ—i—---, v € Np, (7.79)

~0, firak1

folgt unter Vernachldssigung von Gliedern hoherer Ordnung

(V) = epwym{[(1—pooAt+%(pooAt)22F---> (1+pooAt—|—(pooAt)2+--')T—l}

v

2
— epooVAt 1_|_(pooAt)_+ —1
2 ~~—
T ~ 0
2 2
~ epooVAt |:1 +u. (pOO2At) o 1:| _ epool/At (V . (pOOQAt) ) .

Der globale Diskretisierungsfehler des impliziten Euler-Verfahrens ist damit

eg(VAL) = At - vAt - p?

5 2L ePoVA iy poAt] < 1. (7.80)

Wie bei der expliziten Euler-Methode hingt auch hier der Fehler linear von der gewahl-
ten Schrittweite ab.

7.3.2.2 Stabilitédt des Verfahrens
Das implizite Euler-Verfahren ist asymptotisch stabil, wenn (7.78) fiir v — oo Null ist:

lim (1 — pooAt)™" =0

V—00
Dazu muf}
1

— <1

‘ 1 — pooAt ‘

—_——

|200]
-

© Dr. Leibner P~ —L



160 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

sein (— Abb.7.24a).

I @
Abb. 7.24: (b): Stabilitdtsgebiet des impliziten Euler-Verfahrens

Eine konforme Abbildung des Gebiets in Abb.7.24a,

-1 1 1
Zoo =1 — =14 —™ =1+

Zoo Zoo 200

pacit = il

Zoo

fithrt auf das in Abb.7.24b dargestellte Stabilitdtsgebiet. Das implizite Euler-Verfahren
ist folglich fiir jeden reellen negativen Eigenwert stabil. Die zuléssige Schrittweite ist
damit

‘At >0, fir Re{pso} < o.\ (7.81)

Mit (7.77) folgt auBerdem:

lim Z(r+1)~ lim — - Z(v) — 0 = stabiles Verhalten (7.82)

At—o0 At—oo  PooAt

Beispiel 7.18 Fiir die Werte aus dem Beispiel 7.17 gilt mit (7.81)

At >0 (Abbn.7.18-7.23).

7.3.3 Probleme und Losungsansétze

Die Eigenwerte (Pole) der linearisierten Netzwerkgleichungen sind bei vielen in der Pra-
xis anzutreffenden Schaltungen von sehr unterschiedlicher Gréolenordnung. Da die Ei-
genwerte poo den reziproken Zeitkonstanten im betrachteten Netzwerk entsprechen,

1
P — P

t 1
o Lo ePel = g%l — oxp (——) , T =——" Zeitkonstante des Systems,
T Qoo

setzt sich die Schaltungsantwort aus schnell und langsam verénderlichen Komponenten
zusammen. Die schnell verdnderlichen sind meist stark gedampft, so dafl sie nach kur-

zer Zeit abgeklungen sind. Um diese Komponenten mit ausreichender Genauigkeit zu
erhalten, muf} die Schrittweite des Integrationsverfahrens sehr klein (entsprechend dem
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groften Eigenwert, — Seite 155) gewéhlt werden. Sind diese Komponenten abgeklun-
gen, so fithrt ein Weiterrechnen mit diesen Schrittweiten zu unnétig hohen Rechenzeiten
und ist daher sehr ineffizient.

Differentialgleichungen, die zu solchen Problemen fiithren, heiflen steif, da dieses Verhal-
ten zuerst in der Regelungstechnik bei sogenannten steifen Servosystemen aufgetreten
ist. Ein System von Differentialgleichungen mit m Eigenwerten poo, heifit steif, wenn

max
M >1, pe{l,...,m},
min [poo, |

ist (hiufig ~ 10%-10°).

Es liegt nun der Gedanke nahe, zur Losung steifer Differentialgleichungen eine variable
Schrittweite At einzufithren. Dazu wird sinnvollerweise ein Integrationsverfahren mit
grofer zuléssiger Schrittweitendnderung (— implizite Euler-Methode) eingesetzt. Leider
zeigt sich jedoch, dafl diese Verfahren bei Anwendung auf steife Differentialgleichungen
hiufig ungeniigend genau und sogar instabil sind. Ein Grund dafiir ist, dafl die ein-
fache Testdifferentialgleichung (7.1) zur Untersuchung der Integrationsalgorithmen bei
Anwendung auf steife Systeme nicht ausreicht. Ein weiterer Grund besteht darin, daf
bei einer Vergroflerung der Schrittweite zur Anpassung an eine Zeitkonstante Restan-
teile der Komponenten mit kleineren Zeitkonstanten nicht schnell genug weggedampft
werden.

Wie mit (7.82) gezeigt, dampft das implizite Euler-Verfahren einen Schrittfehler,

lim
At—o0

=0,

(v +1)
Z(v)
auch noch bei sehr groflen Schrittweiten.

Infolgedessen wurde von GEAR ein Ansatz fiir eine Klasse von Integrationsverfahren

gemacht, bei denen die Koeffizienten by, . .., by, in (7.53) verschwinden:
p A
Gr+1) =Y aijlv—i)+At-by-glv+1), p=k-1 (7.83)
i=0

Die Gear-Methode erster Ordnung (k = 1) ist mit dem impliziten Euler-Verfahren iden-
tisch. Fir k = 2 folgt die Gear-Methode zweiter Ordnung mit

4 1 2 R
§v+2) = 29+ 1) = Z9) + AL (v +2). (7.84)

Wegen des grofien Stabilitéatsbereichs,
At >0, fir Re{ps} <0

und ihrer asymptotischen Stabilitéit, werden in der Praxis hauptséchlich die Gear-
Verfahren erster und zweiter Ordnung verwendet.
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162 7 Einschwinganalyse dynamischer Netzwerke

Die Integration von steifen Differentialgleichungen mit Eigenwerten, die durch einen
kleinen Realteil und einen grofien Imaginérteil gekennzeichnet sind, fithrt zu Stabilitéts-
problemen. Typisch treten diese Probleme bei Oszillatorschaltungen auf. Fiir diese
Zwecke reicht die Genauigkeit von Verfahren niedriger Ordnung k nicht aus. Sie zeigen
entweder wie das implizite Euler-Verfahren eine numerisch verursachte starke Damp-
fung, oder sie oszillieren, wie das Trapezverfahren (bei entsprechender Schrittweite).

Das Gear-Verfahren zweiter Ordnung hat zwar einen grofien Stabilitdtsbereich, ist aber
wie das implizite Euler-Verfahren numerisch stark gedampft. Der Stabilitdtsbereich der
Gear-Verfahren hoherer Ordnung ist dagegen so eingeschrénkt, dafl nicht alle Eigenwerte
der vorkommenden Schaltungsklassen erfa3t werden.

Es ist bis heute kein numerisches Integrationsverfahren bekannt, das eine allgemeine
Losung aller Probleme liefert.

7.3.4 Diskrete Schaltungsmodelle

Die nachfolgende Tabelle 7.3 enthélt die Herleitung der diskreten Schaltungsmodelle fiir
die Kapazitidt und Induktivitdt mit der impliziten Euler-Methode.

Glv+1)=g4(v)+ At -g(v +1)

Kantenelemente
Kapazitat Cy ‘ Induktivitat L
dvg(t) dj(t)
wl(t) = Ck - w(t) = Lr{ :
Jnlt) = G- (1) o
At At
ve(v+1) = ve(v) + =— ju(r+1) Je(v+1)= ju(v) + — ve(r+1)
~—— C’H N~~~ Ly
UOK(V) R, IOK(V) G,
K K L:“Q . LH .
il + )= T 0l 1 [ T2 [ ol 1= 5 il + 0+ | <)
~~ —_——— ~~ —_——
Gy IO&(V) Ry UOH(V)
Tabelle 7.3, Teil 1
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Ersatzschaltbilder (Ex.-, Im.-Euler, Tr.-Regel)
OJK(V+1)D I (v+1)
RK IOK(V)
a
Vi (V+1) ()JUOK(V) Vie (V+1) Gy KJ
O
Tabelle 7.3, Teil 2
Methode | E. || R, | Uox | Gk | Iox
At
Ex.-Euler |Cy || 0 ve(v) + C—jn(y)
At
L, 0 Je(v) + —vk(v)
Ly
At Cx Cx
Im.-Euler | Cy . vk (V) AL —Evﬁ(u)
Ly L, . At .
Ly At —Kt]n( ) L. Jr(v)
At At 2C 2C% .
Tr.-Regel | Cy 2, ve(V) + E]N(V) At —Ttvn(u) Jr(v)
2L, 2L, . At At
L 2] “REw)-ut) o] a0+ )
2At 4 1 3C. | 20, Cy
Gear-M. |C, Coe(v 1) — Zu, R 1) +
ear 3C. 31} (v+1) 31) (v) SAL N (v+1)+ TN (v)
3L, 2L . Ly . 2At 4 . 1.
Lol oag | ~ap WA D H g M 3E | I = 5iel)
Tabelle 7.4, Teil 1
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Ersatzschaltbilder der Gear-Methode (— (7.84))
Iy (v+2)ﬁ J (v+2)
o
lR—KJ IOK(V)
Vi (v42) C) | U V(W42 Gy C)
O

Tabelle 7.4, Teil 2

Setzt man die Differentialgleichungen direkt in die Iterationsvorschrift ein, so erhilt
man fiir die Kapazitéit als Ersatzschaltbild die Reihenschaltung von R, und Uy, und fiir
die Induktivitét die Parallelschaltung von G, und Ip,. Durch die Umstellung der Dif-
ferenzengleichungen nach der jeweils anderen Variablen, ergibt sich als Ersatzschaltbild
fiir die Kapazitdt die Parallelschaltung und fiir die Induktivitdt die Reihenschaltung.
Tabelle 7.4 enthilt die jeweiligen Ersatzschaltbildgrofien der angesprochenen Integrati-
onsverfahren.

Beispiel 7.19

Fiir die Schaltung (— Abb.7.8) aus
dem Beispiel 7.12 wird die Berech-
nungsvorschrift fiir das diskretisier-

te Netzwerk (impliziter Euler) auf-
gestellt (— Abb.7.25).

Abb. 7.25: Diskretisiertes Netzwerk

Die Berechnung der Knotenspannung (y(v + 1) := u,1 (v + 1)) ergibt

1 C , C
(E + Kt) y(v+1) =ip(v + 1) +Kty(u), bzw.

Iy
RC
Io+ y(w) IR+ ——y(v)
y(u + 1) _ At _ At
1,0~ RC
R At At
1
tr IgR und 70 folgt dann
At +y(v)

yr+1) = S (7.85)
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7.4 Allgemeiner Losungsablauf

Ein nichtlineares dynamisches Netzwerk wird iterativ berechnet. Dazu werden zuerst al-
le dynamischen Elemente durch ihre diskretisierten Ersatzschaltbilder ersetzt und dann
mit den linearisierten Elementen eine Newton-Iteration bis zum Erreichen einer Ab-
bruchschranke durchgefiihrt. Anschliefflend erfolgt ein weiterer Zeitschritt At des nume-
rischen Integrationsverfahrens. Die im Schritt vorher berechneten Grofien dienen dabei
als Startwerte fiir weitere Newton-Iterationen.

Diese Vorgehensweise wird bis zum Ende der vorgegebenen Simulationszeit ¢, wieder-
holt.

Beispiel 7.20 Fiir die gegebene nichtlineare dynamische Schaltung (— Abb.7.26)

io(t)

N TR C== |um®
./

Abb. 7.26: Nichtlineares dynamisches Netzwerk

wird eine Diskretisierung (implizite Euler-Methode) und Linearisierung durchgefiihrt.
Dazu wird zuerst der Kondensator durch sein Ersatzschaltbild ersetzt (— Abb.7.27).

() .
a N
\_ J

At

c a
¥ w

/

unl(V+1)

O
O

©

Abb. 7.27: Nichtlineares Netzwerk im (v 4 1)-ten Integrationsschritt

Durch die anschlieffende Linearisierung der Diode erhdlt man ein diskretisiertes linea-
risiertes Netzwerk (— Abb.7.28).
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O
O

1,0+1) (u+(1) 1) At
My a4 HnlVF )
\_/

unl(V )

ng%VH) GD(V+1) unl(v+1)

Abb. 7.28: Netzwerk im (v + 1)-ten Integrations- und (u + 1)-ten Iterationsschritt

Das Kirchhoffsche Stromgesetz angewendet auf Knoten 1 ergibt:

) C
) @0(V+1)+Ktun1(’/) =i D) +GH 1) w4+ 1)
E+GD ( +1)+E

Der Startwert fiir das Newton-Verfahren ist
up) (1) = tn1 (0).

Die Iteration des Newton-Verfahrens liuft jeweils von pu = 0 bis zum Erreichen eines
vorher spezifizierten Abbruchkriteriums €. Die Integration lduft von v = 0 bisv = n
(tsim = n - At). Fiir den Diodenstrom gilt dabei

und fiir den Leitwert

Der allgemeine Losungsablauf ist in Abb.7.29 gegeben. Mit den Startwerten w,(0) wird
zuerst ein Schritt des Integrationsverfahrens durchgefiithrt. Im aktuellen Integrations-
schritt wird dann die linearisierte Schaltung mit dem Newton-Verfahren bis zum Errei-
chen der Abbruchschranke ¢ iteriert. Mit w,(v+1) := ull +1)(I/+ 1) erfolgt anschlieflend
ein weiterer Integrationsschritt (v := v + 1). Diese Vorgehensweise wird so lange fort-
gefiihrt, bis die Simulationszeit ¢4, erreicht wird oder ein Fehler auftritt. Fehler treten
auf, wenn das Newton-Verfahren nicht konvergiert. Die Simulationsprogramme bieten
oft Optionen an, durch welche die Konvergenz verbessert werden kann. Dennoch kann
es vorkommen, daf} eine Schaltung fiir bestimmte Schaltungsparameter nicht berechnet
werden kann.

Die in den vorhergehenden Kapiteln behandelten Verfahren sind fiir die Simulation sehr
grofler Netzwerke (bis zu 100000 Transistoren) nicht geeignet. Der Aufwand hinsichtlich
der benotigten Rechenzeit und des notwendigen Speicherplatzes wire nicht vertretbar.
Aus diesem Grund wurden in den letzten Jahren neue Simulationsverfahren entwickelt,
durch welche die Komplexitdt des Problems reduziert werden konnte. So wird z.B.
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die Berechenbarkeit einer groffen Schaltung durch eine Partitionierung des Netzwerks
bzw. der Netzwerkgleichungen wesentlich verbessert. Um den Rechenaufwand zu redu-
zieren, werden zur Gleichungsauflésung iterative Verfahren verwendet und bei der
Simulation das Latenz-Prinzip ausgenutzt.

Bekannte Methoden zur Verbesserung der Berechenbarkeit grofler Schaltungen sind z.B.
die Sparse-Matrix-Verfahren, die dynamische Konturzerlegung (eine heuristi-
sche Methode zur Zerlegung eines Netzwerks nach dem Knotenschnitt-Verfahren)
und die Relaxationsverfahren (Gauf-Jacobi-, Gau-Seidel- und SOR-(Successive
Overrelaxation)-Verfahren zur iterativen Gleichungsauflosung).
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/un(O) einlesen/

¥
v=0
Integration R %

v -Schleife

Startwerte der v-ten Iteration

p=0

u g)(v+1)

u, (v)
vO(uin) = AuDv+D) - Uy
O+ = gvOw+1)

Yr(lo)(v+1) = A-Y(O)(\/+1)-AT

Iteration
U -Schleife

ul P+ = (R 0+ T 1P (v+1)

ja nein
1
u, v+l = uflwr )(v+1) mi=p+1
vi=v+1 Fehlermeldung 2 pein
nein ja X
Ende

Abb. 7.29: Fludiagramm des Verfahrensablaufs

Zur Beschreibung dieser Methoden sowie weiterer Techniken (z.B. Timing-, Mixed-
Mode-, Switch-Level-Logik-Simulation und Waveform-Relaxation) zur Simulati-
on analoger Schaltugen wird auf die Literatur verwiesen.
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Aufgaben

A 7.1 Fiir die gegebene Schaltung ist das Knotenspannungssystem fiir die Wechselspannungs-

analyse aufzustellen.

% C) C C ~1
{9

24 2j

)=o)

Bestimmen Sie die komplexen Knotenspannungen in kartesischen Koordinaten (z = x + jy).

A 7.2 Fiir das gegebene Netzwerk mit den Problemkanten 1 und 7 (Upy, Upr) ist das erweiterte

Knotenspannungssystem aufzustellen.

Mit Ausnahme von Kante 5 (Ip5) sind alle Kanten Z-Kanten.

Geben Sie Ay (aufsteigende Knoten- und Kantenreihenfolge), Uz, Ioz und Z an, und stellen

Sie das erweiterte Knoten-Spannungs-System auf.
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170 Aufgaben

A 7.4 Stellen Sie fiir den gegebenen Parallelschwingkreis das Knoten-Spannungssystem fiir eine
Wechselspannungsanalyse allgemein auf.

R
| I
@ r\%m @ Ry = 509
* o * R, = 50 kQ
R = 500
[l 3
Uy (®) 11 L — 100 uH
l D RS C = 200 nF
uor(t) = 10 cos(wt)
@ (Q(n = 10 V)

X

Wie lautet das Knoten-Spannungssytem fiir w = 10% s~! mit unnormierten Werten numerisch?

A 7.5 Fiir das Netzwerk aus Aufgabe 7.2 mit den Problemkanten 1, 7 und 4 (Up1, Uo7, Ya || To4)
ist das erweiterte Knotenspannungssystem aufzustellen.

A 7.6 Fiir das Polynom p3(z) = 23 + 0.4522 + 0.162 + 1.45 ist die reelle Nullstelle mit dem
Newton-Verfahren zu berechnen.

Bestimmen Sie ein Intervall I, das die Nullstelle von ps(x) einschlieBt. Uberpriifen Sie die Vor-
aussetzungen fiir die Konvergenz des Newton-Verfahrens in dem gewéhlten Intervall. Geben Sie
einen Startwert zo an, fiir welchen die Folge (x,,),>0 monoton gegen z* konvergiert. Berechnen
Sie z* (Genauigkeit: 4 Stellen hinter dem Komma).

A 7.7 Fiir den Drainstrom Ip eines n-Kanal MOS-Transistors gilt im Séttigungsbereich

Coe W
Ip = f(Uss, Ups) = 5% " (Uas ~Ur)*(1+A-Ups)
————
(67

= a(Ugs —Ur)*(1+ X Ups).
a und Ur sind vom Transistortyp abhéngige Konstanten.

. . .. . (1 .. .
Geben Sie den linearisierten Drainstrom Ig” ) an. Kiirzen Sie dazu

() (1)

I I

9Ip(Uss) durch S™  (Steilheit) und 9Ip(Ups) durch GW (Leitwert)
0Ugs dUps

ab.

Fiir das lineare Ersatzschaltbild des MOS-Transistors gilt dann:
i (u+1)

D
Go (u+1) () °D
I I,
p+1) p+1)
(1)
U(GS \I/ GrM \[/ [i)s
o oS

Geben Sie S0, G, L(QMH) und Ié”) an.
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A 7.8 Fiir den Sperrschicht-FET mit n-Kanal

Drain (D)
Gate (G) Ups
Ugs
Source (S)
gilt:
I
L (UDS)’2 (Ugs — Up)? fiir Ugs > Up, | Ups |>| Ugs — Up | (aktiver Bereich)
D= P

0 fiir Ugs < Up
(Up: konstante Schwellenspannung (pinch-off-voltage), Ipg: Sittigungsstrom) Linearisieren Sie

den Drainstrom [Ip fiir den aktiven Bereich, und geben Sie fgtﬂ) an.

oIp(UYY)

dUgs
durch die bei der Linearisierung berechneten Groflen.

ST —
¢ 9.

gesteuerte Quelle: Urquelle:

Kiirzen Sie durch S (Steilheit) ab, und ergénzen Sie die folgende Ersatzschaltung

oD

A 7.9 Geben Sie fiir die Ubertragungsfunktion

C2pP—3p?+2p+1
(p—1)2(*+1)

die Partialbruchzerlegung und die Impulsantwort an.

G(p)
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Leitungslaufzeit, 45
Pfadverzogerungszeit, 45
Simulationsbibliothek, 44
Primitives, 44
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disjunkte, 8
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Inzidenzmatrix
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Newton-Verfahren, 111-118
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Differenzengleichung, 149
Einschritt-Verfahren, 149
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Differenzengleichung, 149
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Reduktion, 26
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Reaktanz, 99
Rechenregeln
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Faltung, 147 Menge der, 13
Linearitét, 143 Minterm, 16
Linksverschiebung, 144 Normalform, 17
Modulation, 145 Polynomdarstellung, 15
Multiplikation, 146 positive Logik, 16
Rechtsverschiebung, 143 Primterm, 25
Register-Transfer-Ebene, 3, 4, 43 Ringsumme, 21, 22
Registerpolynom, 75 Schaltplan, 29
Registerzustand, 75 Wertebereich, 13
Rekonvergenz, 60 Wertetabelle, 15
Reparaturtest, 51 Schaltkreisebene, 3, 43, 89
Resistanz, 99 Schaltnetz, 29
Restklassenalgebra, 72 2-Bit Addierwerk, 32
Divisorpolynome PLA-Realisierung, 33
irreduzible, 74 ROM-Realisierung, 32
Pseudozufallsfolge, 74 Addierwerk, 32
Ringsumme, 21-23 Baumstruktur, 60
Antivalenz, 22 Halbaddierer, 30
Rechenregeln, 22 Rekonvergenz, 60
ROM, 32 Schaltplan, 38
RS-Flip-Flop, 40 vermascht, 60
Volladdierer, 30
Scan-Path, 69 Schaltplan, 29, 38
Arbeitsweise, 70 Schaltung
ETSD, 69 Beschreibungsebenen, 3
Grundzelle, 69 digitale, 4
LSSD, 69 redundante, 56
Nachteile, 71 Schaltungsanschluf, 5, 68, 70
Priifzyklus, 71 Schaltwerk, 29, 34
Schaltalgebra, 12 asynchron, 35
Dualitétsprinzip, 13 D-Flip-Flop, 35
Rechenregeln, 12 JK-Flip-Flop, 39
Verkniipfungen, 14 RS-Flip-Flop, 40
Schalterebene, 3, 43 Schieberegister, 72, 75
Schaltfunktionen sequentielle Tiefe, 66
algebraische Darstellung, 15 Speicherelemente, 35
Antivalenz, 22 synchron, 35, 69
Rechenregeln, 22 T-Flip-Flop, 41
Definitionsbereich, 13 Testbestimmung, 66
DNF, 20, 22 Ubergangsgraph, 36, 37
DNF — KDNF, 21 Ubergangstabelle, 37
Dualitétsprinzip, 17 virtuelles, 67
Karnaugh-Diagramm, 18 Mehrfachfehler, 67
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KKNF, 17 Scheinwiderstand, 99
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Sensitivity-Analyse, 89
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Shannon
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Signatur, 75
Signaturanalyse, 71
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Registerzustand, 75
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Testvorgang, 76
Simulationsbibliothek, 44
Singularitét, 141
spannungsgest. Spannungsquelle, 138
spannungsgesteuerte Stromquelle, 94
Spike, 48
Sprungfunktion, 131, 143, 146
Stabilitét
asymptotische, 154
einfache, 154
Standardkante, 93
Standardkante, linearisiert, 120
Stimuli, 43
stromgesteuerte Spannungsquelle, 104
stuck-at-faults, 53
Subjunktion, 6
Suszeptanz, 99
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Taylorpolynom, 134
Teilmenge, 6
Teilmengenbildung, 9
Testbarkeitsmafle, 56
Testdifferentialgleichung, 129, 152
analytische Losung, 152
Genauigkeit, 161
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expliziter Euler, 152
impliziter Euler, 158
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Priifbus, 69
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Testmuster, 54
Testmustergenerierung, 5
Tests, 51, 53
IDDQ-Methode, 78
Boolesche Differenzen, 56, 59
CrossCheck, 77
D-Algorithmus, 61
Fehlerleitung, 61
Intersektion, 61
Testbestimmung, 62
Einzelfehler «, 54
Fehleriiberdeckungstabelle, 54
Herstellungstest, 51
Mehrfachfehler, 67
minimale Testmenge, 54
Redundanz, 56
Rekonvergenz, 60
Reparaturtest, 51
Schaltnetz
Baustruktur, 60
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Transient-Analyse, 89
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Ubergangstabelle, 37
Ubertragungsfunktion, 139
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worst-case, 46
Verzerrungs-Analyse, 89
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Wechselstrom-Analyse, 89, 100
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Wirkleitwert, 99
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Modulation, 145
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